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PREFAZIONE 



In q 



1 quesfi elementi di Geometria analitica dello 
Spazio sono esposti i principii dell'Omografia e 
della Reciprocità dello Spazio, non che ì Teo- 
remi principali sulle snperiìi^ie di 2" ordine ed 
alcune generalità sullo curve e le superficie al- 
gebriche in particolare. 
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GEOMETRIA ANALÌTICA DELLO SPAZIO 



INTRODUZIONK 
§ 1. Spazi! lineari ad una e due dimensioni. 

1. In ciò che precede abbiamo dato i prin- 
cipiì di Geometria analitica del piano come viene 
ordinariamente concepito e posto per la pi(i sem- 
plice fra ie Superficie dello Spazio ordinario; al 
concetto del quale si suole pervenire, por via 
di aslrazione, dallo Spazio in natura occupato 
da un corpo, cioè dal Volume di un corpo, la 
cui massa vada aumentando in tutti i sensi in- 
definitamente. 

Più generalmente sì può fare la Geometria ana- 
litica degli Spazii definendoli colla determina- 
zione parametrica degli elementi che li compon- 
gono; ele'menti che chiameremo sempre pwtttì'; e 
diremo che: uno spazio S„ è lineare e di specie 
n di n dimensioni, se ad ogni elemento asse- 
gnabile di quello spazio corrispondendo un si- 
stema di valori attribuiti ad n variabili in- 
dipendenti p,, p^,... p„; od anche un sistema di 
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2 Geomelria analilica dello 3pazi 

valori di n + l variabili indlpendenli o 
te,, X,... ir,^i (vale a dire variabili, che vanno 
considerate soÙanlo nei rapporti di n di esse 
alla rimanenlej cosicché siano sistemi equiva- 
lenti di valori, cioè determinano lo stesso ele- 
mento, lutti i numeri 



I p un numero arbitrario); viceversa poi, 
ad un sistema di valori attribuiti alle variabili 
Pi! Pi<--' P' indipendenti e non omogenee, op- 
pure ad un sistema di valori attribuiti alle n + ì 
variabili omogenee ir^, a-j,... x,.+i vi corrisponde 
uno ed uno solo elemento; determinato così in 
modo unico da quel sistema di numeri. 

Il sistema di numeri non omogeneo e quello 
dei numeri omogenei che determinano un ele- 
mento di S, si dicono rispettivamoote il sistema 
dei parametri e delle coordinate omogenee del- 
l'elemento individuato. 

2. Ciò posto; noi chiameremo retta ogni spa- 
zio S, lineare di l' specie; e piano S, ogni spa- 
ni© lineare di 2° specie. iSe quindi siano x,, a:,, s-^ 
le coordinate omogeneo di un punto del piano 
S, tutti i punti le cui coordinate soddisfano ai- 
Tequaaione: 

lineare omogenea, formeranno uno spazio iSi.r li- 
neare di I specie; e si ammetterà la continuila 
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Geometria unatihca detto spazio. 3 

degli elementi nei varii spazi! 5i,j del piano; il 

che conduce ad ammettere ia continuità degli 
elementi del pidoo stesso. 

Gli spazi! lineari di S^, ossia adunque le rette 
di Sj, formano esse stesse uno spazio di 2" spe- 
cie lineare: formano in altri termini lo spazio 
stesso Sj determinandone ciascun punto come 
centro di un fascio di raggi o di rette. Cosi su 
nell'equazione scritta le a:,, jc^, x^ sono le coor- 
dinate di un punto fìsso del piano S^, ossa ai 
variare delle L, rappresenterà adunque il punto 
^f'^t^s come centro di un ftiscio di raggi; os- 
sia come inviluppo. 

Una retta Sì,i del piano è determinata da due 
dei suoi punti; e se j, , s, sono le coordinate dì 
due punti Y, Z deità retta Si,i le formole 

pa7.= i/. + Xs, {r^\, 2, 3) 

serviranno a dare per ogni valore di X un punto 
della retta stessa. 
Correlativamente due rette 



determinano in generale come loro intersezione 
un punto del piano, e le formole: 

p;.= l, + X5,. (r=I, 2, 3) 

servono a dare, per ogni valore di \ le coordi- 
nate di una retta passante per quel punto. 

Nel piano S, avrà luogo il principio di Dua- 
lità, e riterremo anche tutte le definizioni già 
date relative alle Operazioni della Geometria del 
piano: Phojbzionb da wn centro; e Sezio«k con 
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4 Geomelria analitica dello spazio. 

un asse [retta); non cho tutto quelle relative alle 
forme fondamentali del piano e alle figure ele- 
mentari di esso, cioè ai poligoni e ai molfila- 
ten completi o semplici. 

3. Ciò posto, cominciarno ad osservare che 
se : 

Ix " -^ix = Ci - 

sono l'equazioni di tre rette a;, y, s non concor- 
renti in uno stesso punto, eioù tali cho il deter- 



delle loro coordinate non sia nullo, allora una 
retta qualunque del piano sarà rappresentata da 
un'equazione ddla forma: 

V> --^ >, ;ì' + >, -^i:. +>3'J! - 0. 

Correlativamente se 

^i = IJi = 3; - 

sono V equazioìii tangenziali di tre punti X, Y, Z 
del piano non posti sulla stessa retta, cioè il de- 
terminante: 



delle loro coordinate non sia nullo, allora l'equa- 
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Geometria anaìih'ca dello spazio. 5 

zione tangenziale di un alfro punto qualunque 
del piano si potrà porre solto la forma: 

l^^h^i + hu;+h^'i = o. 

4. Siano ora: 

Xi~ Vl^ S; = o 

l'equazioni dei vortici A', r, 'A eli un triangolo 
e sia quindi: 

rt, r.- + 0, y- + O3 sj = 

l'equazione di un punto qualunque del piano. 
L'equazioni dei verliei X', F, Z' di un altro 
triangolo che siano in linea retta con e ri- 
spettivamente con -T, Y, Z saranno necessaria- 
mente della forma: 

"', -T,- 4- c^ Vi + "3 3r -^ « 

«, *,- + o\ Vi + />, z. =- 

0, X-. + Oj 7/| + c/j :; = 0, 

da cui si ricava: 



Ora questo sono evidentemente l'equazioni dei 
tre punti in cui si tagliano le eoppio: 

XV., X'V; YZ, rZ'; Z X, Z' X' 

di liili dei due friangoli X Y Z, X Y' Z' opperò 
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6 Geomelria analitica dello spazio. 

essendo la somma dei primi membri delle ultime 
equazioni identicamenle uguale a quelle dei se- 
condi membri ne segue, per un criterio già noto 
(t. § 8 Geom. anal. del piano), che i tre punti 
nominati sono iu linea retta. Sostituendo alie co- 
ordinate di punti quelle di rette e viceversa, si 
ha il teorema coì-relalivo e quindi possiamo dire: 
Se nel piano S, siano dati due triangoli X Y Z, 
X'Y' Z' e le coppie: 

X, X' ; r, 1'' ; Z, Z' 
di vertici siano allineate con un punto fisso 0, 
le coppie: 

YZ,V'Z'; ZX,Z'X'; X Y, X' Y' 

di lati si tagliano in punti di una retta fissa 
s; viceversa se dei due triangoli le coppie: 
YZ, Y'Z'; ZX, Z'X'; X Y, X'Y' 

di lali si tagliano in punti di una retta fissa s, 
le coppie: 

X, X'; K, F; Z, Z' 

di vertici sono allineati con un punto fisso 0. 

I due triangoli sono allora omologici essendo 
il centro ed S Vasse di omologia. 

Da questo teorema segue col puro ragionamento 
la teoria dette forme armoniche definite geome- 
tricamente col quadrangolo e col quadrilatero 
completi, come si è dato in Geometria projet- 
tiva (v. Manuale projettiva, p. 60 e seg.) e non 
crediamo qui dover ripetere tali ragionamenti, 
il nostro scopo essendo quello di far vedere 
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Geomelria analitica dello spazio. 



la coincidecza della delìnizione geometrica di 
forma armonica con qaelia analitica che noi qui 
diamo. 

5. A tale scopo siano X, X' due parametri 
reali legati da una relazione bilineare cioè della 
forma 

AXX' + Bl + ^X'+fl-o; 

cioè lineare rispetto a ciascuno dei parameiri 
stessi. La relazione scrìtta stabilisce una corri- 
nponden%a univoca fra i valori dei parametri X, 
X' ed una corrispondenza tale che se siano 

K (7- = 1,2, 3,4) 
quattro valori speciali di X e 

X'. (/■ = 1,2,3 4) 
i rispettivi corrispondenti di V si ha: 

(v.v.v.v,,=|i^-.^:.. 

La funzione (X, Xj Xj X,) sarà detta it rapporto 
anarmonieo dei quattro parametri X,, presi nel- 
l'ordine indicato nel simbolo. Sui rapporti anar- 
monioi di 4 parametri sono vere tutte le pro- 
prietà dei rapporti anarmonioi segmentarii di 4 
punti dì una retta già definiti e studiati nella 
geometria ordinaria del piano. Quando sia: 

(X, >a >3 y = - 1 
il rapporto anarmonieo dei 4 parametri si dirà 
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8 Geometria analitica dello spazio. 

armonico e valgooo allora le proprlelà studiale 
dei rapporti armonici di 4 punti di una retta 
ossia dello forme armoniche nell'ordinaria geo- 
metria già data del piano. 

6. Nella geometria del piano che vogliamo 
porre, colla definizione parametrica data di esso, 
diremo: rapporto anarmonieo di quattro punti 
di una punteggiata il rapporto anarmonieo dei 
loro parametri, quando i punti della retta siano 
determinati con un parametro X mediante due 
punti ftasii che diremo punti fondamentali. 

Ili allri termini se Y, Z sono due punii di una 
retta Y Z del piano di coordinate 
2/., Zr (r = l, 2, 3), 
essendo 

p a;,. = y. + )> 3,- (r^l,2,3j 
le coordinate di un altro punto qualunque della 
retta, il rapporto anarmonieo dei quattro punti 
corrispondenti ai valori \.{r = ì, 2, 3, 4) di X 
sarà (XiXjXsX4), intendendo che gli eiementi deb- 
bono essere considerati nell'ordine corrispon- 
dente a quello dei loro parametri. 

latanto il valore del rapporto anarmonieo 

(X, >j \ \) 

ò indipendente dai punti fondamentali Ed in- 
vero se prendiamo per punti fondamentali quelli 
corrispondenti ai valori K, ^'o di X, allora le co- 
ordinate ìk,. di un altro punto della retta sa- 
ranno : 

f, ,-,. = (y,. + X„ z..) + y. {.-;.. + r„s,l (r = 1, 2, 3); 
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Geometria analitica dello spazio. 9 

quìQdi avremo i quattro punii di parameiri pri- 
mitivi J>r, quando u. acquista i valori u,- dati dalla 
relaziono: 



dunque si avrìi: 

e. d. d. 

Correlativamente s'intenda estesa la dofini- 
KÌone di rapporto anannnnico al fascio di quat- 
tro raggi e il valore di esso risulterà indipen- 
dente dai due raggi fondamentali scelti. 

Il valore del rapporto anarmouieo così doflnito 
non cambia per le operazioni della fjeomeiria del 
piano. 

Così se dal punlo di coordinate o,, o^, o^ 
projettiarao i 4: punti M, (r = 1,2,3,4) della puu- 
tegj^iata YZ aventi i parametri: 

K'r - 1,2,2,4) 

ol terremo i quatiro raggi: 

OM,. OM,, OM,. OM^ 

il cui rapporto anarmonieo vale (^, ^j^jlj. 

Infatìi le coordinate ?, del raggio M che pro- 
getta un punto qualunque corrente M della retta 
YZ' sono dato dallo formole: 

pl.=^v4-^^>- ('■=-!, 2,S) 
ove -«Ir, '^r sono le coordinate dei raggi OY, OZ: 
ed appunto rispetto a tali raggi fondamentali il 
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10 Geometria cmaìitica dello spazio. 

rapporto anarmonico dei 4 raf^gi J/, è (X, \ \ JJ 
e. d. d. 

Egualmente si proverebbe cho jl rapporto anar- 
monieo di 4 ra^gi di uq fascio eguaglia quello di 
una sna seziono con una retta del piano. 

7. Colla data definizione parametriea di rap- 
porto anarmonico di 4 elementi di una forma 
f'oadatnentale di 1» specie del piano, noi diremo 
ciie una forma di 4 elementi presi in un certo 
ordine è armonica quando il loro rapporto anar- 
monico dei 4 elementi sia armonico; e quindi 
per le forme armonieiio cosi definito paranietri- 
camente avranno luogo Io stesse proprietà cho 
per le forme armoniciie definite geometricamente 
col quadrangolo o col quadrilatero. 

Ora io dico che le due definizioni coincidono: 
cioè quando si abbia una forma armonica para- 
metricamente definita, ossa è forma armonica 
geometricamente; cioè, se si tratta ad es. di una 
punteggiata #,, #,, Jtf,, M^ sulla retta YZ; e 
se sia; 

(>, \ \ IJ = - 1, 
si potrà costruire uno, epperò infiniti quadran- 
goli di cui due iati opposti passano per J/„ due 
per M^, un quinto per M^ e il rimanente per M^. 

Infatti immaginiamo nel piano duo rotte x, y 
condotte ad arbitrio per #, le cui equazioni 
siano: 

Per #j conduciamo pure una retta z ad arbitrio 
la cui equazione sia: 
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Oeomefria analitica dello spazio. 11 

allora se indichiamo con A, B rispettivamente i 
punti xz, y z; e con C i! punto ove A M, sega y; 
la retta (do termi nata) C M^ segherà la retta a; 
in un punto D. Avremo cosi determinato uu 
quadrangolo AB CD; e basterà dimoslrare quindi 
che il iato BD opposto ad A C concorre nel 
punto M^ quando il rapporto armonico dei 4 
punti M^, M,, M,, j¥, sia armonico, ossìa valga 
— 1. 

Per provare questo, osserviamo che la retta 
CM^ ossia CD'^t, avrà un'equazione della forma: 

Le rette x, y, s, / costituiscono un quadrila- 
tero completo di cui la retta data YZ=M^M^ ne 
è una diagonale rappresentata dall'equazione: 



e te altro due diagonali AC, BD saranno rispet- 
tivamente rappresentate dall'equazioni: 

X :, + y C = 

t^^i+.U C = 0. 

Quindi se indichiamo con il punto ove si se- 
gano AO, BD l'equazione: 

rappresenla per ogni valore di p una retta del 
fascio e le due equazioni corrispondenti ai 
valori — p e -}- 1 sono quelli delle rette OM^, 
OM, onde indicando con jl// il punto ove la dia- 
gonale BB del quadrilatero o:yzl sega la dia- 
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IS Geomeiria analitica dello spazio. 

gonale YZ=MiM^, avremo che il rapporto anur- 
monieo dei quattro raggi Od/,, OM^, OM,, OM^ 
sarà armonico, essondo: 

(-110 «>)--l, 

pereliè --1, 1, 0, oc sono i paraaiolri dei quat- 
tro raggi nominati rispetto ai raggi fondamen- 
tali OM,, OM,'. 

D'altra parte se riferiamo i 4 raggi del fascio 
ai raggi fondamentali Y, Z ed indichiamo 
con IJ il parametro del raggio MJ avremo 
che il rapporto anarmonico dei quattro raggi in 
discorso sarà: 

[>, \ \ >/) 
e dovrà essere armonico cioè si dovrà avere: 
(>., 1, i, V) = ~ 1. 
Ora essendo appunto X, il parametro di M^ ri- 
spetto ai punti fondamentali YZ, sarà por ipo- 
tesi 

(X. \ \ \] = - 1, 

dunque >/ = >, ed M,' coincide con ;1/,, e. d. d. 
8. Consideriamo al solilo una punteggiala 
YZ; allora un punto qualunque X della retta 
ha per coordinate: 

f ,r. ^y, -FX3,(J- = 1,2, 3) 

e 1 è il parametro del punto, e non è altro che 
il rapporto anarmonico dei 4 punii: 

(Z y E x\ 
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perchè si ha 

(ZF£i]=[oo01 V = X; 

tìssendo quindi E iì punto di paramelra ^ = 1, 
che diremo punto unità. Ciò posto se fra i pa- 
rametri 1, V di due elemeDti correnti della retta 
VZ poniamo un'equazione bilineare cioè della 
forma: 

perciò che abbiamo osservato, poniamo una cor- 
rispondenza tale fra gli elementi di YZ che il 
rapporto anarmonico di 4 elementi della pun- 
teggiata descritta dal punto i/j di parametro X, 
eguaglia quello dei punti corrispondenti nella pun- 
teggiata descritta dal punto corrente M/ di pa- 
rametro X'. 

Le due punteggiato si diranno riferite fra loro 
proiettivamente; e la corrispondenza così definita 
dalla equazione bilineare e una corrispondenza 
univoca determinata da tre coppie di elomenti 
corrispondenti; e che non può ammettere più di 
due elementi uniti senza che ogni elemento sia 
unito; cioè abbia per corrispondente sé stesso. 

So quindi siano C', l'j E' i parametri di tre 
elomenti Z', Y', E' presi sulla retta YZ; possia- 
mo allora stabilire una corrispondenza proiettiva 
tale che alle posizioni Z\ Y', E' di ^'j corri- 
spondono le posizioni Z, Y, E ài M,,: quindi in- 
dicando con V il parametro della posizione X' 
di M'i corrispondente alla X di M-, si avr?i che 
il rapporto anarmonico {Z' Y' E' X) avrà ii va- 
lore X'; cioè la relazione di projettività che de- 
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termina ia voluta corrispondeoza projetliva serve 
anche alla trasformazione dei parametri; ossia dei 
punti fondamentali, giacclió V non è altro che 
il parametro del punto X rispetto agli elementi 
fondamentali Z' V E'. 

9. Tutti gli elementi, di una punteggiata 
si possono quindi determinare coi valori dei 
rapporti anarmonici che gli elementi stessi de- 
terminano così tre elementi fissi (fondamentali), 
del resto quali si vogliano presi sulla retta. Ma 
sia geometócamente che analiticamente si può 
dimostrare che con forme armoniche a partire 
da tre elementi fissi si possono ottenere tutti 
gli elementi di una forma fondamentale di 1" 
specie; proprietà che stabilisce il teorema di 
Standt che : due forme sono proiettive se ad 
una forma armonica dell' una ne eorrisponde 
una dell'altra. 

In altri termini la proprietà contenuta nel teo- 
rema di Standt è condizione non solo necessaria, 
ma sufficiente per la projettività delle forme come 
l'abbiamo definita parametrieamente o eolle ope- 
razioni della Geometria proiettiva del piano. 

Per dimostrare il teorema nominato si può pro- 
cedere in questo modo : 

Indichiamo In generale con Aie l'elemento di 
parametro K numero reale positivo o negativo 
rispetto ai tre elementi fondamentali Ax, -4o, •'l, 
di parametri appunto co, o, 1 rispettivamente. 

Basterà dimostrare che con forme armoniche, 
in numero finito od illimitato, si può determi- 
nare esattamente o accostarsi indefinitamente al- 
l'elemento Ah della forma, essendo K ii rapporto 
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anarmonifio dei 4 elemeDli AxAbA,Ài:, ohe 
dieheremo con (Ax A^A, Ak), secondo che J 
un numero razionale oppure irrazionale. 
Per vedere questo io dico che avendosi; 

-ì = (A=oA,A,A,}^ 
{A„A,A,A;' = 
{A^A, -l„^J = - 
{A^ArA,-lAru} 



- 1 = ;i« A, A, A-i] ^ 

lA^A-ìA-ìA--j) = - 
{Ax A-ìc l-(ft-i) l_(it+i) 
sarà appunto iu geuerale: 

{A^A,A,Ar^,)--r-ì-Ì 
(A^Aa^A-^kil^: = ~(k■{-i} 



ed 



— k numeri interi. 
Infatti per essere: 



[A^A,A,A,)^ -l 



risulta subito: 



{a^a,a^a;' = 2 



e quindi 



iA^A,A,A,) = 
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omìe pel parametro [«. di A^ si ha appunto: 



cosi via; ed allo stesso modo si diraoslra la 
2' delle (1)'. DunquB gli elomeoti che hanoo pLT 
parametri numeri interi positivi o negativi si ot- 
tengono esattamente con foi-nie armoniche co- 
struite con una legge determinata a partire dai 
tre elementi fondamentali A^, A^, À^. 

Consideriamo ora un parametro fraKÌonario qua- 
lunque, che noi supponiamo positivo. Esso sarà 
della t'orma: 

. + -', 

P 
è una frazione propria ed r oumcro in- 



P 

tero positivo. 
Intanto se sia: 

~ \ =IA^, A^^^ A^A^_^ K\^ \ 

si avrà appunto: 



Infatli sarà: 

r -1- 1 — 1* 
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ÌQdieando eoa [». ìi parametro di A t_; onde ri- 

'■+ 3 
"•ulta subito: 

1 

!^ = ''+^. 

Quindi: 

i' essendo il parametro di il i si ricava ap- 
puaio: 



e cosi via. 

Ora io dico clie costruendo le forme armoni- 
che : 

\ , P ,) { {in, 

I 

si avrà appunto; 

\ ° ' l'I j)' 
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Infatti sia i». il parametro di A 2. sarà allora; 



e COKI via. 

Le serie (I) (II) (III), di formo armoniche e le 
corrispondenti serie formate cogli elementi indi- 
cati con lettera A affetta dai corrispondenti in- 
dici razionali e negativi, danno una legge deter- 
minata colla quale si può costruire esattamente 
con un numero fluito di forme ogni elemento di 
parametro razionale positivo negativo. Se poi 
il parametro K dell'elemento Àk a cui si vuole 
giungere con formo armoniche e un numero ir- 
razionale, definito come limile da duo serie: 

/ 



' + !,- •■+„• ' 


+ 


P'I' 


p PI 




pqr 


di numeri che si corrispond 


ODO nelle due serie 


in modo elle la diiTerenza — 


1 


~ di due numeri 



pqr 

corrispondenti può diventare minore di qualun- 
que numero assegnabile, allora all'elemento Àie 
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ci accosteremo indeQnìtaiiieQte costruendo gli 
elemeuti i cui parametri razionali sì avvicinino, 
per definizione, al numero incommensurabile k. 

Ed ammettendo la continuità dei numeri reali 
unitamente, come abbiamo.già detto, alla conti- 
nuità degli elemeuti di una forma fondamentale 
di 1° specie resta evidentemente compiuta la di- 
mostrazione del teorema di Standt. 

10. Le rotte del piano S^ rappresentate dalle 
equazioni: 

o:,. = o{r= 1, 2,3} 

saranno le rette fondamentali Ur (r = 1, 2, 3) del 
piano stesso; ed i punti ^r (j- == I, 2, 3]: 

rappresentati da 

;^ = o(,-= 1,2,3; 

di intersezione di queste rotte </,, a duo a due, 
saranno i punti fondamentali. A questi aggiun- 
giamo il punto E di coordinate ir, =iCj— a;, e- 
guali; e la retta e di coordinate eguali che di- 
remo punto e retta unità. Dati il triangolo 

A, A, A,^ a, «^11^ 

ed il punto jE resta determinata la retta e. Ed 
invero le projezioni di E sopra i lati n,, Oj, a^ 
sono i punti Er rispettivamente di coordinate: 

.r, = 0, 3-^ = .f^; x.^ = 0, .r, - .Tj; j^^ — o.t, -x^ 

quindi la retta e essendo rappresentala dall' e- 
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h quella die contiene i coniugati anarmonici di 
i-',, £'2, M, rispetto ad A^A^, A^A,, A^A^. Cor- 
relativaiueute dato AjA^A, ed e si troverebbe £, 
Por la definizione data dì rapporto anarinoni- 
co, t;i ha che i rapporti anarmonieì dei tre fa- 
sci; 

A^iA,A,EM\ 

A, '.A.A.EM) 



A^(A,A,EM) 
I ri^peltivamcnto: 



essendo .y^, a-^, w^ le coordinate del punto M. E 
similmente i rapporti anarmonici delle tre pun- 
teggiate: 



essendo q, l^, l^ le coordinate della retta m- 

Ritorniamo quindi all'espressioni dei rapporti 
delle coordinate con rapporti anarmonici, come 
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si ottiene partendo dalle nozioni elementari del- 
l'ordinaria geometria del piano. 

Soltanto possiamo dire ohe rispetto agli ele- 
menti fondamentali del piano un punto ed una 
retta dati per le loro eoordiuate si possono co- 
struire con successive forme armoniche partendo 
dag;li elementi fondamentali stessi de! piano. 
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§ 1. Determinazione analitica della posizione dar 
punti, dei piani e delle rette. Superficie e linee 
gobbe. Trasformazione delle coordinate, 

1. Anche per lo Spazio possiamo seguire, come 
pel piano, due vie diflereuti per porre !e nozioni 
fondamentali delle Geometria analitica dello spa- 
zio stosso. 

Parliamo dapprima dal concetto ordinario dello 
spazio, ammettendo gli assiomi della Geometrìa 
Euclidea e la definizione data di elementi all' in- 
finito della retla e del piano. Queste definizioni 
conducono a concludere che gli elamenti (punti 
e rette) all'infinito dello spazio sono in un piano. 
Ed invero, ì punti all'infinito delle rette dello 
spazio sono distribuiti nelle rette all'infinito dei 
piani dello spazio stesso; ora queste rotto hanno 
evidentemente a due a due un punto in comune 
senza tutte passare per lo stesso punto, sono 
adunque a ritenersi in un piano che noi diremo 
piano all'infinito. 

Le operazioni della Geometria del piano sono 
la proiezione da un centro e la sezione con una 
retla. Nello spazio oltre di queste operazioni 
abbiamo la proiezione da un anse, e la sezione 
con un piano. Proiettare da un asse una figura 
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composta di punti, signilìea costruire i piani ehtì 
uniscono l'asse coi punti della figura. Si otten- 
gono in tal modo tanti piani (proiettanti) pas- 
santi per una stessa retta che dieonsl costituire 
un fascio di piani. Nello spazio possiamo pro- 
iettare da un centro una figura composta di punti 
6 di rette, con che &i ottengono raggi e piani 
proiettanti passanti per un punto fisso, centro di 
proiezione. Questa figura dicesi stella di raggi 
e di piani; il centro di proiezione è il centro 
della stella. La stella od il sistema piano diconsi 
forme fondamentali di 2" specie. Tagliare con un 
piano una figura composta di rette e di piani si- 
gnifica trovare le intersezioni del piano eolle 
rette e eoi piani della figura. Quindi tagliando 
una stella di raggi e di piani si ottiene un si- 
stema piano, e proiettando da un centro fuori 
del piano un sistema piano si ottiene una stella. 

Nello spazio abbiamo tre formo fondamentaU 
di i" specie che sono là punteggiala, il fascio di 
raggi, il fascio di piani. Dalla punteggiata si ri- 
cavano le altre due forme rispettivamente colla 
proiezione da un centro e da un asse. 

2. Nello spazio ha luogo il principio di dua- 
lità, che nasce dallo scambio fra di loro degli 
elementi punto e piano, mediante i quali lo spa- 
zio è costituito come forma fondamentale di 3' 
specie, cioè come Spazio lineare di tre dimen- 
sioni. Vedremo appunto come in tutte lo costru- 
zioni seguenti si verifica il detto principio. Ciò 
posto, siano A,, A,, A^, A^, E cinque punti dello 
spazio, quattro qualunque dei quali non posti in 
uno stesso piano. Ponendo: 
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A, A, A, 



A,A,A, 



i punti A^ e i piani o;,.(j'= 1, 2, 3, 4) i 
vertici e lo faeeie di uno stosso tetraedro A; es- 
sendo «r, A- una taccia ed un vertice fra loro 
opposti. Projettiamo ora da ciascun vertice J, 
Rulla sua faccia opposta a^, il punto E; otter- 
remo cott ciò sui piani o,, a,, a^, a, rispoltiva- 
meute i punti E,, E^, E, , E^ . 

Ogni punto Er avrà la sua retta polare e^ [vedi 
Geometria analitica del piano) rispetto al trian- 
golo di i che si trova nella faccia a^. Le 4 rette 
e,, a due a due si segano sicché esse sono poste 
in uno stesso piano £ che sì dice il piano polare 
di E rispetto al tetraedro A. 

Il piano s, che dal vertice Àr projetta la retta 
e, di 01,, non è aliro che il piano polare del rag- 
gio Ar Er rispoUo al triedro di A che ha i! ver- 
tice in A^. Dato il piano s resta così determinato 
il suo polo E rispetto a i; giacche i raggi ArK 
polari, rispetto ai triedri A, di A, dei piani prò- 
Jettanti le traccio y.^ s, sono a due a duo in un 
piano senza essere tutti in uno stesso piano e 
quindi si segano nel punto E polo del piano s 
rispetto al tetraedro A. Ciò posto: 

Se J/ sia un punto 



dello spazio non pas- 
sante pel vertice J, di 
A, determina sui tre spi- 
goli di A che passano 
per quel vertice i tre 
punti: 



dello spazio fuori della 
fai:cia a, di A determina 
coi tre spigoli di A che 
si trovano in quella fac- 
cia i tre piani: 
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Per UD piano qualun- 
que ^ non passante per 
A, saranno quindi de- 
terminate le tre punteg- 
g;iate (in generale, eia- 
scuna di 4 elementi}: 



■ f) 



ri- 



Se ulii amiamo in ge- 
nerale Mrs la intersezio- 
ne di un piano |j. collo 
spigolo a,. K, di A i rap- 
porti anarmonici (Ielle 
3 punteggiate conside- 
rate sono: 



(.■1,.1,E,,M„ 



Viceversa dati gli ele- 
menti «r, £ ossia dato 
il tetraedro i ed il pia- 
no t; e dati i numeri 



A^AJF, A^A.M, 
A, A, M. 

Per un punto qualun- 
que M fuori di a^ sa- 
ranno quindi determi- 
nati i tre fasci (in ge- 
nerale di 4 piani cia- 
scuno): 

A,A.JA,A^E^] 

a,a,;a,a,km} 

A,A,(A^A,E]U). 

Se chiamiamo ora in 
generale M,., la proje- 
zione del punto M fatta 
dallo spigolo dì A op- 
posto ad A,. A^, i rap- 
porti anarmoniei dei 3 
l'asci considerati sono: 

{A,A^E,,M,,]^k,^-' 
!A,A,K..,M-, -/,■ ^-" 



Viceversa dati gli e- 
lementi A^, E cioè il te- 
traedro 4 ed il punto 
E; e dati i numeri 
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Kr, ossìa i nuoieri t., 
resta determinato il pia- 
no iJ. come quello che 
passa per tre punti in- 
dividuati dai numeri 
K^. Gli elementi dati «,, 
£ si dicono gli elementi 
fondamentali o di rife- 
rimento; e i numeri K, 
sono i parametri del 
piano [i relativi a que- 
gìi eìomcnti fondamon- 
tali, mentre i numeri 



?,.()■ = 1,2, 3,4) 

si dicono le coordinate 
omogenee del piano u., 
" ' ' ' numeri per cui 



Tutti 
sia: 

?', = p5^(,- = l,2,3,4) 
essendo p un numero 
arbitrario determinano 
lo stesso piano i*. 

Per i piani che pas- 
sano rispettivamente 
per i vertici ^i, A.^, A, 
senza passare per A^ si 
ha: 



kr[r = l,2,S) 
oppure i numeri 
Xr [r =^ 1, 1, 3, 4) 

resta determinato il 
punto M come interse- 
zione di tre piani indi- 
viduati dai numeri Kr. 
Gli elementi dati A^. 
E si dicono gli elementi 
fondamentali o di ri- 
ferimento; e i numeri 
kr sono i parametri del 
punto M relativi agli 
elementi fondamentali 
assunti; mentre i nu- 
meri 

.r, [r = 1,2,3,4) 

si dicono le coordinate 
omogenee proiettive del 
punto M. Tutti i numeri 
per cui sia: 

",(;■-!, 2, 8, 4)i 



Xy = 



indo 



numero 
arbitrario determinano 
lo stesso punto M. 

Per 1 punti che ca- 
dono ri sp e ttivamente 
nei piani a,, a,, k^ sen- 
za cadere in «^ sì ha: 
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rispottivumentc, ossia: 
=,-0, l,^.i), ;, = ( 



e le altro tre coordinalo 
del piano non sono al- 
tro che le coordinato 
omogenee projeltive (v. 
Geom. anal. del piano) 
del piano stesso quando 
nelle stelle A^, A,, A, 
si assumano rispettiva- 
mente per piani fonda- 
mentali le quaderne: 



ove 1 piani s^ sono i 
piani unità. 

Ora come per i piani 
che passano per gli spi- 
goli fondamentali 



cosi per qualunque 
piano passante per il 
vertice A^ sì ha sem- 



k, = 0, k^ = 0, A-, = 

rispettivamente, ossia: 

«, = 0, ìTj^O, iF, = 

e le altre ire coordinate 
del punto non sono al- 
tro che le coordinate 
omogenee projettive del 
punto stesso (v. Geom. 
anal. del piano) quando 
nei piani i,, a^, «, si as- 
sumano rispettivamente 
per punti fondamentali 
le quaderne: 

A, A, A, E, 



A,A.^A,h\ 

ove i punti Er sono i 
punti unità. 

Ora come per i punii 
delle rette fondamen- 
tali 



A..A,, 



,A,, A, A, 

si ha appunto x, = 0, 
anche se il punto M 
cade in i, si ha sem- 
pre 

^4 = j a-, = 

per le altre tre co- | e per altre tre coordi- 
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ordinate ?, , ?j , %^ del 
piano si assumeranno 
quelle che le competono 
prendendo perpiani fon- 
damentali della stella A^ 
lii piani ìa quailorua di 
piani : 



essendo s^ il piano unilà. 

In lai modo o^uì ter- 
na di numeri coslituisoo 
una terna di parametri 
di un piano delorminato 
dai parametri slessi: os- 
sia ogni quaderna di 
numeri costituisce la 
quaderna di coordinate 
omogenee di un piano 
determinato dallo coor- 
dinate stesse. 

Viceversa poi ad ogni 
piano dello spazio è co- 
ordinata uoa terna di 
numeri come parame- 
tri; e ioilnite quaderne 
di numeri cooie coor- 
dinate omogenee del 
piano. 

In particolare il piano 
fondamentale a,- ha la 
coordinata \^ dift'erente 



nate x^,x^, a-, del pun- 
to assumere quello che 
si ottengono quando 
per punii fondamentali 
del piano a, la quaderna 
di elemenii; 



essendo E^ il punto u- 
nilà. 

In lai modo ogni terna 
di numeri costituisce 
una terna di parametri 
di un punto determi- 
nato dai parametri stes- 
si; ossia ogni quaderna 
di numeri costituisce 
una quaderna di coor- 
dinate di un punto de- 
terminato dalle coordi- 
nate stesse. 

Viceversa poi ad ogni 
punto dello spazio è co- 
ordinata una terna di 
numeri come parametri ; 
e infinite quaderne di 
numeri comò coordinate 
omogenee del punto. 

In particolare il punto 
fondamentale A^ ha la 
coordinata x^ differente 
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da zero, e le altro nulle, 

per coordinato dei piani 
«.. "a. ".. "j rispettiva- 
mente le quaderne di 
numeri : 


da zero, e le alìro nul- 
le: onde possiamo pren- 
dere rispottivaraente 
per coordinato dei punti 
A„ jlj, A^ le quaderne 


1, 0, 0, 




1, 0, 0, 


0, 1, 0, 




0, 1, 0, 


0, 0, 1, 




0, 0, 1, 


0, 0, 0, 1. 




0, 0, 0, 1. 



Il piano e ha i suoi 
parametri ff^= 1; e le 
sue coordinate eguali, 
onde possiamo prendere 
per coordinale di quel 
piano i numeri: 

1, 1, 1, 1. 

Gli è perciò che e di- 
cesi il piano unità del 
sistema di coordinate. 



il punto E ha i pa- 
rametri ifr = 1 e le sue 
coordinate eji^uali, onde 
possiamo prendere per 
coordinato di quelpunto 
i numeri: 

I, 1, 1, 1. 
Gli è perciò che E 
dicosì il punto unità del 
sistema di coordinate. 



4. Sostanzialmente degli elementi di riferi- 
mento non ne ahbiamo che cinque distinti; poi- 
ché i cinque punti fondamentali determinano i 
cinque piani fondamentali e viceversa. Osser- 
viamo poi elle il dire che un punto M o un 
piano fj. e determinato dai suoi tre parametri ri- 
spetto agli elementi fondamentali, per lo costru- 
zioni che si debbono fare onde ottenere il punto 
il piano stesso, equivale al dire che un punto 
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un piano ò determinato quando sia assogget- 
tato a tre conétzioni distinte cioè ogni qualvolta 
noi veniamo a (issare il valore di uno dei tre pa- 
rametri di un punto di un piano veniamo anche 
ad assoggettare quei punto o quel piano ad una 
condizione geometrica dicendo che un punto od 
un piano è assoggettato ad una condizione geo- 
metrica se il punto deve giacere in un dato 
piano se il plano deve passare per un dato 
punto. 

Lo spazio ordinai'io è a dirsi spazio a tre di- 
mensioni perchè il suo elemento generatore è 
determinato da tre numeri, ossia da tre condi- 
sioni dieendo cosi clie un elemento è assogget- 
tato ad una condizione anaUlica, quando uno dei 
parametri che lo fissano debba avere un deter- 
minato valore, 

5. Possiamo, nello spazio ordinario, conce- 
pire spazii di punti e di piani a due dimensioni 
ad una dimensione, quelli per cui bastano due 
od una sola condizione a determinarne ogni ele- 
mento: ossia quelli per i quali i parametri dei 
loro elementi sono legati da una o da due re- 
lazioni. Tali relazioni si dicono ie equazioni de- 
gli spazii così determinati; e se le relazioni fra 
i parametri sono equazioni algebriche nei para- 
metri stessi gli spazii da esse rappresentati si 
dicono algebrici. Noi considereremo in gene- 
rale alcuni spazii continui di punti o di piani 
di cui bastano due od una sola condizione geo- 
metrica per determinare la posizione, cioè con- 
sidereremo spazii rappresentati analiticamente 
da una o da duo equazioni simultanee ed aige- 
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briche nei pararaetri dell'elemento {generatore, 



Stabiliremo cosi Io 

Uno spazio di punti 
a due dimensioni sarà 
propriaraento detto una 
superficie-luogo o sem- 
plicemente una super- 
ficie. 

Uno spazio di punti 
ad una sola dimensione 
sarà detto una cu^va 
dello spazio o una cur- 
va gohba; e quando gli 
elementi di quello spa- 
zio siano in uno stesso 
piano si ha ancora una 
curva piana. 



nti definizioni. 

Uno spazio di piani 
a due dimensioni sarà 
più propriamente detto 
una auperfii ' 



Uno spazio di plani 
ad una dimensione sarà 
detto una superficie svi- 
luppabile - inviluppo 
brevemente un fascio 
gobbo dipiani; e quan- 
do ì piani del fascio pas- 
sano per uno stesso 
punto si ha il fascio di 
piani della slella cioè 
il cono-inviluppo. 



6. Vedremo fta poco che il piano ci dà l'e- 
sempio più semplice di spazio di punti a due di- 
mensioni; cioè di superficie^ e il punto conside- 
rato corno inviluppo dei varii piani che passano 
per esso, ossia come si suol dire un punto-in- 
viluppo ci dà l'esempio più semplice di spazio 
di piani a due dimensioni. La rotta come luogo 
di punti e come inviluppo di piani ci dà l'esem- 
pio più semplice rispettivamente di lìnea e di 
sviluppabile inviluppo. 

Infatti, sia intanto in {generale / una forma 
quaternaria dell'ordine n nelle variabili Xr, o 5r 
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coordinate dì un punto o di un piano, ossia sia 
/ una funzione omogenea razionalo intera del 
grado M notte variabiti Xr, o l^, l'equazione 

f-o 

ci rappresenterà uno spazio algebrieo a due di- 
mensioni cioÈ propriamente una superficie alge- 
brica se lo spazio è composto di punti; invece 
una superficie inviluppo se lo spazio è composto 
di piani. 

I più semplici spazii algebrici a due dinion- 
sioni sono dunque quelli dati dall'equazione: 

^-i M + »■.?!+ «8 =3 + ir, ', ^ (I) 

socondo che si considerano le a-^ o le %,. come 
variabili; e dico che tali spazii rono rispettiva- 
mente ii piano ed il punto-inviluppo. lu altri 
termini l'equazione scritta rappresenta il piano 
di coordinate ?, se in essa vi consideriamo va- 
riabili le ìf^; e invece ci rappresenta come invi- 
luppo il punto di coordinato Xr se in essa riguar- 
diamo variabili le 5^. Ed invero sia dunque ji il 
piano di coordinate ;, e quindi 

(i,il,E,, IVI„)= ^' 

M, 4 E^.MJ = -[■!. 
I parametri ', -^ determinano per la (1) il 
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parametro — e quindi un punto M,; indichiamo 

ora con M i\ punto ovo l'intersezione dei piani 
i rispettivamente per A^A^, A^A^ deter- 



minati dai parametri — ', — assunti, seera il piano 

[ì; 6 siano cosi a;,, a?,, ir,, x^ le coordinate del 
punto M. Vedremo che i! punto M coincide con 
M,. Infatti si ha: 

{^,^, £„#,;■ -^' 
a-, 

e per essere: 

— 1 =[^.^,E„£,J 

- ! - M, A, E34 iVi) 
si ottiene: 

— 4°- = {^,A,E^,^J 
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ì quindi: 



Sia M' il punto d'incoutro dei piani A^À^A^, 
AjA^M, fi; e sia, in generale, M^ la proiezione 
del punto jlf fatto dal vertice Ar di A sulla fac- 
cia a . 

Immaginando la lìgura, avuto riguardo allo no- 
tazioni già usate, si ha 

[Jj A, M„ M„) - (#, A, M' M^; = (A^ M, #,, M'] 
e quindi : 

(^,/l,M,,iI/„) + [A, M„ M, M'} - 1. (2) 

Siano ora M\^, M'^^ le projozioni f!i M' fatte ri- 
spettivamente dai centri A^, A^ sulle rette A^A^, 
A^A^', avremo 

(A.M,^ M, M') = (.1, A, 3L, W' ■= ] 

{A^A.jr,^M'„) ) ^ 

od anche: 

(J, A, M,, :\}'J = {M\, A, NI,, A,] 
onde 

(.t. A, M„ M',,] -f- [A, A^ M\, H,,) - 1. 

Moltiplicando ciascun termine di quest'ultima 
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per ì rapporti anarmonici eguali (3), si ottiene: 

{A, iI/,3 M, M') = [A^A, Ma4 M',,^ + Ma A^ M,, M\,) 

e sostituendo nella (2) in luo^o del rapporto 
anarraonico [A^M^^M^M'] il suo valore dato dal- 
l' ulliina si otterrà 

[A, A, M,, M,,) + (.1, .1, M,, M.J + 

epperò fra le coordinate Xr del punto M, e le co- 
ordinate \r del piano ìj- contenente il punto ilf si 
ha la relazione 

a-, ;, + a-, ^, + .r, =, +x^l, = 0. (I) 

Dunque il punto M del piano di coordinata ir.- 
coincide col punto #„: cioè una relazione lineare 
omogenea (1) rappresenta il piano, di coordinato 
X,. se in essa riguardiamo variabili le Wr e co- 
stanti date le 5,; e invece rappresenta un punto- 
inviluppo di coordinate x^ se in ossa relazione 
riguardiamo variabili le %, e costanti date le a;,. 

In altri termini il piano punteggiato, e il punto- 
inviluppo sono gli spazii alge|)rici più semplici 
di due dimensioni. Cosi in particolare i piani 
fondamentali a,., hanno per equazioni: 

jc,. = 0(r=l,2,3,4} 

ed i punti fondamentali A^ hanno per equazioni 

Ir = ()■ = 1, 2, 3, 4;. 

Come si è detto pel piano cosi poi vaio per Io 
spazio cioè: 
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Le coordinate x^ di un punto sono numeri 
proporzionali alle disianze del puntò dalle quat- 
tro /accie del tetraedro fondamentale, misurate 
eolle disfanne che il punto unità E ha dalle f accie, 
stesse, lungo quattro direzioni arbitrarie fisse. 

Gorrelativamonte : 

Le coordinate 'ir di un piano sono numeri 
proporzionali alle distanze dai vertici del te- 
traedro fondamentale al piano dato, misurate 
colle distanze che in quattro direzioni fìsse par- 
tono dai 4 vertici al piano unità. 

7. Se/=0, ^ = sono duo forme quater- 
narie degli ordini n, m rispetto nelle variabili 
(Cr, i punti le cui coordinate soddisfanno alle due 
equazioni si diranno formare una curva algebrica 
intersezione delle due superficie algebriche date 
dall'equazioni stosse. In particolare se: 



sono le oquftKioni di due 
piani a, p di coordinate 
a^, p.- rispettivamente, 



«. + ^ p. - 
per ogni valore di 1 
l'equazione di un piano 
passante per la retta 
«p; cosicché variando 
i da — oo e -}- tx otter- 
remo il fascio di piani 
che ha per asso la retta 



= b,-- 



■•0 



sono le equazioni di due 
punti A, B inviluppi, di 
coordinato «^, b^ rispet- 
tivamente, allora l'oqua- 
zione 

aj + ). 65 = 

per ogni valore di i 
rappresenta come invi- 
luppo un punto della 
retta AB; e variando X 
da — oa a -f 00 sì ot- 
tengono i varii punti 
della retta AB. Le coor- 
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K p. Le coordinate t- di 
un piano qualunque pas- 
sante per la retta «^ 
saranno dunque date 
dalle formole 



5r=0 



*>p.(r=l, 2.3,4); 

e il rapporto anarmo- 
nico dei quattro piani 
determinati dai valori 

X-{r^ 1, 2,3, 5) 
di X sarà 

(X, ),i, ).^l 

poiché tale rapporto a- 
narmonico non è altro 
che quello delle traoeie 
dei 4 piani sopra uno 
dei piani fondamentali 

Cosi per riferire pro- 
ietti varaente due fasci 
di piani dati dall'equa- 
zioni 

a. + }.%_, = a 

Y, + li 5. = 
basterà porre fra i pa- 
rametri X, |A la solita 
relazione bilineare 



dinate x^ di un punto 
qualunque della retta 
Afi saranno dunque date 
dalle formole: 

,>v=cf,*X64r=l,§,3,4;; 

e il rapporto anarmo- 
nico dei quattro punti 
determinati dai valori 

X.[r== 1,2,3,4) 

di X sarà 

{\ ^. K K) 
. poiché tale rapporto a- 
! narmonico non è altro 
che quello dei 4 raggi 
che projettano i 4 punti 
della retta AB da uno 
dei punti fondamentali 

Così per riferire pro- 
iettivamente due pun- 
teggiate date dall'equa- 
zioni 

B- -J- X &. = 

e-- -H (j: (7^ = 

basterà porro fra i pa- 
rametri X, [jl la relazione 
bilineare 



Hosted by 



Google 



Geometria analitica dello spazio. 



Eliii]inafi(io i parame- 
iri \, \i. fra le tra equa- 
zioiii ora scritte si ot- 
tiene la relazione 






ohe rappresenta la su- 
perficie luogo dei raggi 
intersezioni dei piani 
col-rispondenti nei due 
fasci projettivi dati di 
piani. 

Se le due rette k p, 
T S si tagliassero in un 
punto allora l'equazione 
ottenuta ci rappresen- 
terebbe un cono qua- 
drico. 



8. Fra i piani che | 
passano per la retta ap [ 
vi sono i piani che la 
progettano r i s p ettiva- 
mente dai punti fonda- 
mentali Ar e che hanno 
per equazioni 



vlX!i4-SX+6> + fl = 0. 

Eliminando i parame- 
tri ).. [i fra le tre equa- 
zioni ora scritte si ot- 
tiene !a relazione 

i AaiC-^-Ba^Ji-Ccihi-' 
'Dò~,d',^(l 

che rappresenta l'invi- 
luppo algebrico formato 
dai piani che invilup- 
pano lo rette congiun- 
genti i punti corrispon- 
denti delle punteggiate 
projettive date, 

I Se le rette AB, CD 

I fossero in un piano al- 
lora l'equazione otte- 
nuta oi rappresente- 
rebbe una conica come 

I inviluppata dai suoi 

! piani tangenti. 

I Fra i punti della retta 
AB ci sono le traccio 
di essa retta sui piani 
fondamentali «r, e che 
hanno rispettivamente 
per equazioni; 
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^.«•■-...r.-„.-.-0 


P,.!.-P.i!,>JJi.;.-0\ 


Z'XCZ'^»'^' 


p.,'.,-P,A'P.J.-oi^' 


7v„;r,*7r,,3-,*7r5j3;j,= 0j 


Pi.!,*j>.,!,>p„t..o; 


ove si ò posto, io to- 
lleralo : 


ove si è posto, in ge- 
nerale: 


7r,. = c<.p,-!t,p,.. 


p,.-a,K-!i.i,- 


In virtù (iella rela- 
ziono identica: 


In virtù dell'identitti; 


'-n::-::»!'" 


P„P„+P„Pu+ ),j, 


due qualunque delle e- 


due qualunque delle e- 



quazioui scritte sono 
conseguenza dello altre 
fiue ; e appunto due sole 
bastano a determinare 
la retta ap- Recìproca- 
mente sei numeri it,, 
che soddisfanno alla(I); 
e tutti i numeri 



propornionali ad essi , 
sono atti a determinare 
per le (I) una retta di 
posizione, comò interse- 
zione di due piani; di- 
remo per ciò i Bumeri 



quazioni scritto sono 
conseguenza delle altre 
due; e appunto due sole 
bastano a determinare 
la retta AB. Reciproca- 
mente poi sei numeri 
p^. che soddisfacciano 
alla (i); e tutti i nu- 
meri 

p'.. = ppr, 
ad essi proporzionali 
sono atti a determinare 
per le (I) di posizione 
una retta, come con- 
giungente due punti ; 
diremo perciò i numeri 
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p'r, le coordinate omo- 
genee locali della retta 
da essi determinata. 



■K'ri le coordinate omo- 
genee tangeaziall della 
retta da essi indivi- 
duata. 

9. Trovando di una retta ap le coordinate dello 
duiì traccie sui piaci fondamentali jc^ — 0; e vo- 
lendo cbe tali traccie coincidano con quelle della 
rotta AB, si troveranno le eguaglianze: 



cho esprimono adunque le relazioni perché i nu- 
meri Pri, «r, siano rispettivamente le coordinate 
locali e tangenziali di una stessa rotta a^=AB. 
So Pr,, "r,; jj'r,, -^'r,, sono le coordinate locali 
e tangenziali di due rette AB = ap, A'B'^x'^', 
la relazione: 



iPP']=Pi3p'ii+P3,P'i4,+Pi^P\i+ ] 

+ PitP's3+PuP\i +P>iP'u ^ ) 
la condizione perchè le due retto 



(U) 



A' B' siano in un piano ossm si tagliano. 

Infatti se y,, s,; y'r, s', sono le coordinate di 
duo punti di AB e di A' B' la relazione: 



espritue la condizione pereìiù i quattro punti 
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F, Z; F, Z' siano in un piano epperò svilup- 
pando il determinante per prodotti di detormi- 
oaiite di S° ordine si ottiene adunque la condi- 
zione riefiiesta ehe è la (II). 

La steasa relazione si può esprimere per mezzo 
delle coordinate tangenziali delle due rette sotto 
la forma: 

e Snalmeite por le coordinate tangenziali del- 
l'una e Iccali dell'altra sotto la forma 



■ip.,^'.. 


""■) 










od anchi; 






;,31,12 


,14,24,34. 




)Lp'„^„ 


-0 ! 










Da ultimo 


risultano l'aciliuente le formole: 




p ■«, ■ r, ". 


4 - r^ "24 


" T* ^ = 8 


= -UPi. 


-M ?■'., + ■; 


jPu 


P X., = Va -, 


4 - Ti -^34 


► T4'^3, 


^TsP^^ 


-■(iP,,*-( 


4/'24 


P ', ■ Yi -. 


i-r.^M 


* Ti -^1. 


= Ti P,, 


.-~!3p2i>"!tP-M 


-p-'é-Y,". 


:, ' ta ■"!! 


*- Ta "^n 


= Ti Pu 


i^Ts/'s-i 'ì 


3?'3. 



che dàino le coordinate Xr dal punto comune alla 
retta o|ì = AB ed al piano f di coordinate t^; 
ossia danno le coordinate x^ del punto comune 
a tre ìiani «, p, y- 

Sostituendo nelle formolo scritte alle coordi- 
nate ti punti quelle di piani e viceversa, si ot- 
terrarno le espressioni delle coordinate S, del 
piano determinato da un punto 1 e da una retta 
A7Ì, ossia del piano dei tre punti ABC. 

M, Supponiamo ora che il piano fondamentale 
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«^ sia il piano ali' injinito ; tenendo le nota/ioni 
già usate per le coordinate Xr di un punto M u 
le coordinate Sr "Ji un piano [t, avremo; 



{^A^ 


iKi. 




(»J, 


, E.. 


'""'a,!!,,-". 


(«J, 


i«, 


^"'^-"Ùtrt 


[A,x 


.E, 


J.E„ 


i-i," 


>E, 


'""' vi. II., ì; 

-i-E,, 


[A,^ 


>E. 


•l.E„ 


e ae sia: 






A, E, 


^^ 


A, g„ = ^,1 E„ = 1 


sarà 






J,E„ 


= . 


.4,E„ = A, E„ = -l 


ed allora le 







sono le ordinarie coordinate cartesiane obl'que 
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del punto M\ e le 

^i , Ss S. 

t='' "?.="■ rr" 

io ordinarie coordinale Plucheriane del piano |ì; 
essendo a,, «;, ^3 i piani coordinali; il puuto 

a,.i^a^ = i^ = 
si dice l'origine; ed 



sono i tre assi coordinati. E se il triedro k, a^ o,^ 
è trirettangolo avremo le ordinarie coordinate 
cartesiane rettangolari. 

Le coordinate eartesiane di un punto M sono 
adunque le misure delle distanze del punto M 
ai tre piani coordinati, conlate sopra tre dire- 
zioni parallele agli assi coordinati; quando 
pli assi sono rettangolari, le coordinate carte- 
siane sono senz'altro le misure delle distanze 
del punto dai tre piani coordinali. 

Od anche: 

Le coordinate x, y, 2 di un punto M sono le 
proiezioni del segmento finito OM, intercetto fra 
l'origine e il punto M, fatte dalle rette all'in- 
finito dei piani coordinati sopra i tre assi co- 
ordinati. Le coordinate invece plucheriane di 
un piano sono le misure, prese con segno con- 
trario, dei segmenti intercetti dall'origine e dal 
piano sugli assi. 

Nelle coordinate cartesiane di un punto, l'unità 
di misura contata a partire dall'origine sugli assi 
(issa la direzione positiva degli assi stessi; e 
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quindi dolle distanze dei punti dai piani coor- 
dinati. 

È beue notare altresì che se le coordinate a-, 
y. s Ai M sono rettangolari, osse non sono altro 
che le proiezioni ortogonali di OM siigli assi 




coordinati, che indicheremo anche in ogni caso, 
corrispettivamente con x, y, 3; così che saranno 
yz, sa;, xy i piani coordinati (fig. 1). 

Osserviamo ancora che quando una due, 
tutte tre le coordinate cartesiane sono iufìaita- 
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mente grandi, il punto da esso determìDatfi è un 
punto air infinito; cioè un punto del piano al- 
rinfinito. Inoltro le coordinate plucheriane del 
piano ail'inflnito sono tutte nulle, quindi possiamo 
dire che il piano stesso è rappresentato dali'e- 
quaziono impropria 

1 = 
in generale: costante = 0. 

Se inveoe le coordinate pluehoriane di un piano 
tendono a diventare infinite, essendo finiti i loro 
rapporti, allora l'equazione del piano sarà delia 
forma 

Aa: + Aj/ + 5 = 
cioè avremo 1" equazione di un piano otie con- 
tiene l'origine. 

Che poi una relazione lineare fra le coordinate 
cartesiane di un punto corrente rappresenti un 
piano, si deduca evidentemente allo stesso modo 
con cui si è fatto per le coordinate proiettive ge- 
nerali, introducendo le debite ipotesi per gli ele- 
menti fondamentali. Però vedremo più avanti una 
speciale dimostrazione pel caso delle coordinale 
cartesiane. 

§ % Spazi! proiettivi. 
Trasformazione delie coordinate proieltive. 

1. Siano X, X' due punti dello spazio le cni 
coordinate x^, x', siano legate dalle relazioni: 



Hosted by 



Google 



46 Geometria analitica dello spazio. 

da cui si ricava reciprocamente 

()■ = !, 2,3, 4} ì 

(1) 

essendo A,, l'oloiiionto reciproco di «,, nei de- 
terminunle 



Per !e (I) od (I)' è posta una corrispondenza 
univoca tra duo spa/.iì ^, s' tale clie quando 
il punto X di 2 descrive il piano S di coordi- 
nate t, il puuto X' di X' descrive un piano V le 
cui coordinate ^'^ sono date dalle forinole 
()■ = !, 2, 3, 4) 

da cui si ricava reciprocamente 

(r = l,2,3,4) ) 

(li; 

Ora le formole (!) od (1/ oppure le (II) o (II)' 
rappresentano due spazi! lei' che, por defini- 
zione, si dicono proiettivi od in corrispondenza 
uuivoca liuoare e quindi: 

a) Due spaait proiettivi od omograUci op- 
pure in corrispondenza omografica o lineare 
sono due spazii "i, V tali che ad un punto M 



■,i + a^ ^, 



(li) 
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dell'uno corrisponde un punto M' dell'altro in 
modo che ad un piano [* passante per un punto 
M dell'un S, corrisponde in t' mi piano ii' pas- 
sante pel punto M' corrispondente. 

Sia dalle forinole che col puro ragionamento 
seguo subito: 

Ad una retta g di S passante per M corri' 
sponde una retta g' di L' passante per M'. 

b) Viceversa poi, per un noto teoroma di 
Geometria elementare, segue che: Se due sparii 
i:, I' si corrispondono punto per punto, in modo 
che ad un punto M di S corrisponde un punto 
M' di S', sicché ad una reità passante per M 
in '^ corrisponde una retta passante per M' in 
-', allora -ha luogo la proprietà a); cioè: che 
un piano di S passante per M corrisponde un 
piano di "ù' passante per W. 

Dalle formole e dalle coso dette dalle formo 
proiettive di 1" specie (vedi Geom. analitica del 
piano) risulta subito che: 

e) In due spazii omografici Z,V ad una 
forma fondamentale di 1' specie dell'uno S, cor- 
risponde nell'altro S' una forma analoga pro- 
iettiva alla prima. 

E di qui risulta subito che: 

La corrispondenza in La corì'ispondewia in 
due spaili proiettivi S, due Spazii proiettivi i;, 
S' è determinata essen- il' è determinata da due 
do dati due pentagoni pentaedri corrispon- 
gobbi corrispondenti; denti; dicendo pentae- 
dicendo pentagono gab- dbo la figura composta 
ba la figura composta di cinque piani che a 
di cinque punti, quat- quattro a qua/tì-o non 
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tro qualunque dei quali 
non siano in un piano; 
delle dieci rette che u- 
niscono i cinque punti 
a due a due e dei dieci 
piani che li uniscono 
a tre a tre. 

Infatti con CÌ6 restano 
determinate tre coppie 
(li fasci proiettivi <ìi 
piani che in uno spa- 
zio S' defonninano il 
corrispondente di un 
pnnto dato dell' altro 
spazio ^. 



passano per lo stesso 
punto; e delle ddeei ret- 
te intersezioni e dei 
punti intersezioni ài 
quei piani rispettiva- 
mente pt-esi a due a due 
e a tre a tre. 

Infatti con ciò restano 
detcrminate tre coppie 
dì punteggiate proiet- 
tive elio nell" uno spa- 
zio V determinano il 
piano corrispondente di 
un piano dato nell'al- 
tro ì;. 



So ora fra gli elementi di due spazi! S, 1' im- 
maginiamo la corrispondenza che abbia la pro- 
prietà a) oppure b) i due spazìi saranno neces- 
sariamente proiettivi; cioè le coordinate 
.r,r [r = l, 2, 3, 4} 

di un punto M qualunque dell' un spazio S sa- 
ranno proporzionali a funzioni lineari omogenee 
del punto corrispondente M' dell'altro spazio S', 
Infatti in due spazii posti in corrispondenza 
dotata della proprietà a) o b) ha luogo la pro- 
prietà e). D'altra parte ponendo: 
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lo formole cho servono a delluire analìticamento 
Qoa corrispoodenza proiettiva, diventano: 



(I., x' + 0.3 y' + n 3' + a, a. 



iì y' ■+ f'ss 5' -^ 






(iiy 



e, 4 f + Wj, M + 0a4 w + a, 

, _ 17,^ / + ffjj M + ffjj 11 + ffjj _ 

si debbono ridurre a tale forma, qualora, si 
voglia determi iiai'o per ogni punlo per ogni 
piano il suo punto e piano corrìspoudenle; per^ 
che per deLerminare un punto ed un piano ba- 
stano che siano dati i pararaeiri del punto dei 
piano, cioè i rapporti <ii tre delle coordinate 
omogeneo alla rimanente. Quando poi io spazio 
siìi riferito ad un ìslstcìiia di (.■onrilinate eiirto- 
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siane, le Forinole (I)' o (II)' sono quelle che de- 
fioiscoDO V omografia ossia la corrispondenza 
omografica, essendo x, y, z le coordinale carte- 
siane di un punto, e t, u, v le plucheriane di un 
piano. 

Ora nelle formolo (I)' o (II)' abbiamo 15 coef- 
ficienti distinti Or,; dato quindi i vertici di due 
pentagoni corrispondenti o le faecie di duo pen- 
taedri corrispondeniì le formole stesse servono 
a rappresentare la corrispondenza determinata 
dai detti elementi corflsp^oudenti e definita dalla 
proprietà a) o b); il che dimostra quanto si vo- 
leva, cioè: 

Una cornspondenw lineare, definita, nel mo- 
do già dello, da relazioni lineari fra le coordi- 
nate dei due punti o di due piani eorrispondenli 
è anche una corrispondenza definita geometri- 
camente dalle proprietà a) o b). 

È chiaro altresì che due sistemi piani fra loro 
corrispondenii in due spazi! proiettivi sono pro- 
iettivi perchè sono sistemi tali che ad un punto 
M dell'uno corrispondo un punto M' dell'altro 
sicché ad una retta g passante pel punto M del- 
l'un sistema corrisponde una retta g' passante 
pel punto M' corrispondente nell'altro, 

E così due stelle corrispondenti sono proiet- 
tive perchè godono della proprietà che nasce dal 
proiettare da un centro due sistemi piani proiet- 
tivi, ossia posti iu corrispondenza lineare (vedi 
Geometria analitica del piano). 

2. Cerchiamo ora se in due spazii proiettivi vi 
possono essere e?eme«fiwmW cioè corrispondenti 
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Gorae si è fatto per duo sistemi piani progettivi 
si vede subito che l'equazione 



I 0^1 fl,2 «,;t «j, - 
del 4.° grado in p, serve a determinare, jier ìe 
equazioni coesistenti: 

(r= 1,2,3,4) 

C-i ,Ti + Or. iC, + «Mj flJj 'I- Or, iP, — p !'■.■ = 0, 

! quattro punti uniti dei due spazii projettivi; 
e soslituendo alla quantità a,.,, lo A,., si deter- 
minano correlativamente i 4 piani uniti. Conclu- 
diamo quindi: 

In due spttzii projettivi havvi in generale un 
tetraedro di elemenli uniti. 

3. Consideriamo ora i punti fondameniali 

{r=l,2,3,4) A.., E 
come appartenenti alio spazio i'; e siano 
X'«, £'"*>= 1,2,3,4) 

i toro punti rispettivamente corrispondenti in ^; 
questi ultimi avranno rispettivamente per coor- 
dinate: 

a,;, a..,_, a.;, a,.,; (r=l,2,3,4) 

^«,„ ^a,., ^a„, :ì«^.[s = 1,2,3,4ì, 

il simbolo i; indicando l'operazione della somma. 
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.uno quindi proiettive le coppie di fasci di 



A, A^ [A, A, EX'), A.w ^3*"' (A,«' A, « E'"' X) 

A,A, {A.,A^EX'), A/'A,m(A/' .!,'"'£"" X) 

A, A, [A, A, fc'Z'), A,"" A,<"' (A/' A,«' £"" Jf); 

seguo tia ciò elio le coordinate x'^ del punto 
A'' di i' non sono altro che ie coordinate del 
punto X quando però si assuma per elementi 
fondamentali i punti A^™, £""; essendo £*"' il 
punto unità. 

In altri termini adunque le formole (1), (1)'; 
..TI), (II)' sono anche quelle che servono a pas- 
sera da un sistema ad un aliro di elementi fon- 
dai;£«.!tilali. 

4. Di qui le, seguenti importanti conseguenze 
fra loro correlative nello spazio; 



Un'equazione 

algebrica razionale in- 
tera omogenea del gra- 
do n nelle coordinale 
Xr di un punto vieìte 
tra^ormata in una e- 
quazione analoga e del- 
lo stesso grado nelle 
nuove coordinate del 
punto, quando si tras- 
formano in qualunque 
modo le coordinale. 



Un' equazione 

K'il) = 

algebrica razionale in- 
tera omogenea del gra- 
do n nelle coordinate 
ty di un piano si tras- 
forma in un'equazione 
analoga e dello stesso 
grado nelle nuove co- 
ordinate ?V del piano, 
quando si cangia in 
qualunque modo il si- 
stema delle coordinate. 
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Quindi: 

Come la rella fonda- 
damenlale 

X, = 0, CTs-O 

così ogni altra retta 
dello spasio sega la su- 
perfide Sj<"' rappresen- 
tata dalle f(x) - in 
n punii al piti; e se la 
sega n + ì punti la ret- 
ta appartiene alla su- 
perficie. 



Il numero n grado 
dell'equazione f(x) = 
dioesi {'ordine della su- 
perficie rappresentala. 

Se dunque siano 

i'equazioDi di due su- 
perficie S^, Si" degli 
ordini n, m la linea 
C,""" loro iotersexioiio 
sarà iijcontrata dal pla- 
no fondamentale 3!, = 0, 
epperò da qualunque 
piano dello spazio in 
mn punti al più; e si 
dirà perciò che la cur- 
va C""" è dell'orarne 



Quindi: 

Come dalla reità fon- 
damentale 

così da ogni altra retta 
dello spazio partono al 
pili n piani dell'Invi- 
luppo ìij'" rappresen- 
tato dalla F(l)^Q; e 
se ne partono n-{-i, la 
retta considerata come 
asse di un fascio di 
piani, fa parte dell'in- 
viluppo stesso l'i'"'. 

Il numero n dicesi la 
classe dell'inviluppo. 



So dunque siano 
F{^)^0 *(?) = 
l'equazioni di due in- 
viluppi i"j", ^i" delle 
classi n, m rispettiva- 
mente, i piani comuni 
formeranno un svilup- 
pabile x/"""' che si dice 
della classe mn. perchè 
come per un punto fon- 
damentale ?,. = 0, così 
per qualunque punto 
passano in generale al 
più mn piani di "i,"""'. 
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Eli anche: 

In due sparii proiet- 
tivi S, 1' ad una su- 
perficie algebrica del- 
l'ordine m e ad una 
curva algebrica dell'or- 
dine K dell'uno spazio 
2 corrisponde nell'al- 
tro spazio S' una su- 
perficie ed una curva 
dello slesso ordine. 



Ed anche: 

In due sparii proiet- 
tivi 2, 1' ad una su- 
perficie inviluppo alge- 
brica della classe n, e 
ad una sviluppabile al- 
gebrica della classe K 
dell'uno spazio S cor- 
risponde nell'altro una 
superficie inviluppo od 
una sviluppabile della 
slessa classe. 



g 3. Spazii reciproci. 

1. fSuppoiiiarno ora che uu puuto Z o uu piano 
;' variano corrispondentemente a descrivere due 
spazii :;, 2, essendo le loro coordinate legate 
dalle relazioni 



(?■=!, 2, 3, 4) 
fX,. = a..,l\-\-(i.,V,-ì-fi.-,V^- 
da cui si ricava reeiprocaincute: 
(/'=1,2,3,4) 



) 



P ;.■ 



= A,.x, +A.,,x^ + A,^x^ +A,,rX^. ) ^ 



Allora se il puuto X descrive il piano ; di 
coordinato ?,; il piano corrispondente l' ruota 
intorno ad un punto X' di coordinate x'^ date 
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()'= 1,2,3,4) i 

(H) 

da cui si ricava roeiprocamente 

(?-=l,2,3,4) ) ^ 

I due spazii -, S, si diranno posti io corri- 
spondenza lineare reciproca o brevemente si di- 
ranno spazii fra loro reciproci. 

La corrispondenza fra S e S, è dotata della 
proprietà : 

a) Ad un punto M dell'uno spazio S cor- 
risponde un piano (»., dell'altro S, in modo che 
ad un piano di S passante M corrisponde un 
punto in £, situato sopra [j;,. 

Segue da ciò immedi ai amente, col puro ragio- 
namento, dalle formole: 

J) Ai punti di una retta g dell'imo spazio 
E corrispondono piani passanti per una stessa 
retta g, dell'altro spazio S^. 

Ossia: 

Ad una retla g come luogo dei suoi punti è 
reciproca una retta g, generata come inviluppo 
dei piani cho passano por la retta stessa. 

2. Del resto anche qui come la proprietà a) ha 
per consegnenza la 5) così viceversa: se in una 
corrispondenza fra due spazii E, S, ha luogo la 
proprietà b) cioè: se ad un punto M di S cor- 
risponde un piano a, di S, sicché ad una retta 
g dì ^ passante per M con'isponde una retta g^ 
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di 1", situata in ji,, allora anche ai punii M di 
un piana jt di ^ corrisponderanno piani jj;, di 
S, passanti per tm punto #, , 

Infatli alla retta g del piano (idi S corrispou- 
deranno vcUe g, in ^, che sono a due a due 
nello stesso piano senza essere tutte nello stosso 
piano; dunque lo rette stesse e quindi i piani i*, 
corrispondenti ai punii # di |j. passeranno tutti 
per uno stesso punto M,. 

Importa ora ritenere ctie sia delle formole, sia 
della definizione geometrica di forma armonica, 
risulta: 

Ad utia forma fondamentale di 1" specie in - 
corrisponde in S, una forma fondamentale di 
P specie proieliiva alla prima. 

3. Di qui seguono importanti conseguenze. Sia 
intanto AhGDE un pentagono yohbo di i^, cioè 
la figura determinata da cinque punii, quattro 
qualunque dei quali non siano in un piano; o 
sia dato in ì!, un pentaedro a, S, v^ Sj s^ cioè lit 
figura cori'ispon dente del pentagono, la quale è 
dunque quella determinata da cinque piani, quat- 
tro qualunque dei quali non passano per uno 
stesso punto. 

Se indichiamo con M un punto di il e con Uj 
il suo piano corrispondente in S,, saranno pro- 
iettive le coppie di formo fondamentali 

MìiCDEM), «.P.Ct.S, £,[',) 

nCiABEM], P,T,(v;,S,E, u,) 

CAOÌBEM), Y.^.(:3.3,s,uJ 

e ques-to formo proiettive ci dicono che se dm 
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sparii S, Sj sono posti in corrispondemn do- 
tala della proprietà a), o b), la corrinpondenza 
stessa è determinata quando sta dato un pen- 
tagono dell'uno spazio S ed il suo pentaedro 
corrispondente nell'altro spazio -,; porche al- 
lora si può cosiruire di ogni punto M dell' uno 
spazio S il suo piano ^, corrispondenlo in s^. 

Ora le formolo (1) che servono a dare la cor- 
rispondenza fra ^, ^, ci dicono che data la co- 
ordinate dei vertici di un pentagono di ì; o date 
le coordinate del piaai del corrispondente pen- 
taedro in S^ sono detcrminati in modo unico i 
quindici coeflìoienii distinti contenuti nelle for- 
inole stesse, cosicché esso rappresenteranno al- 
lora la corrispondenza reciproca iu cui il dato 
pentagono di "^ ha per corrispondente Ìl pentae- 
dro dato in -, . 

Dunque: 

Ogni corrispondenza fra gli elementi di due 
sposti S , S, definita della proprietà a) a b), è 
una corrispondenza rappresentata dalle formole 
(I) ; ossia è una corrispondenza reciproea-lineare 
in quanto che le coordinate omogenee di un 
punto sono proporzionali a funzioni lineari 
omogenee delle coordinate del piano corrispon- 
dente. 



g 4. Spazij polari reciproci. 

1. il subito visto che so un puulo A' di ^ 
giace nel suo piano corrispondente in -, , lo 
stesso punto J considerato come puoto di ^| 
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giaco noi suo piano eorrisp ondo lite in i'; ondo 
l'equazione: 



(1) 



+ {A,^-\-A^:)x^x.^-\-\Ai^ +^,,)a:.,a;, + 
+ (i,2 + A,,) X, X.. + {^,^ + 1,,) ic, ic, + 
-J-(^2, + ^j = )a;i.'C4 + M3^+Jl,J)-■F,, 3:^ = / 
rappresenta il luogo dei punti dello spazio per 
cui passano rispettivamente i loro piani eorri- 
syondenli nei due spazii reciproci S, 2, e corre- 
lativamente l'equazione: 

a,, ?i' + «22 ?.' + «,, ?,' + «4. 5i' + \ 

+ (a^;, + 0,.m) \: '^ì + Ki + «u) 'J '] + ( 

+ (o,. + o„) ;, 5, + («u + «il) ?i ?i + i 

nippresenta il luogo dei piani su cui giacciono ri- 
spettivamente i loro punti corrispondenti, dunque; 

In due spasii reciproci "i", ^i il luogo dei punii 
per cui passano i loro piani eoiTispondenti è 
una superficie algebrica *"' del È.° ordine; e i 
piani che contengono i loro punii corrispon- 
denti formano un inviluppo algebrico S," 
2.' classe. 

2. Supponiamo ora cbo il determinante 



(11) 



' delia 



«,i 
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delle Or. sia aimmeirico ossìa si abbia «,, = Oj,.; 
allora le (\) e (li) § 3, n," 1 ci dicono subito elio 
ad un punto X sia considerato come putito di ^ 
che di ^1 corrisponde sempre il medesimo piano 
V; cioè i duo spazii reciproci i, i, sono in cor- 
rispondenza invoìutoria od in involuzione, ossia 
si dicono formare un sistrma polare di spazio. 

In tale caso le equazioni (I) e (II) del n." ì 
diventano 

+ ^ i,j X, ^'a + 2Au ^1 3-4 + 2 A^, 3-2 X, + 





+ 1.U 3-, 


ÌB.=0 


F = 


«M^i' + a^i 


5.' + o..5.'- 


+ a„l 


.' + 2 a,, !, ! 


;. + 2 o„ j. ■ 


Ha„i 


,;. + 2",.5 


,;, + 2o..!, 



IJ) 



'IV 

:ì. + ■ ' 

+ 2 ff34 :» ì. = 0. i 

3. Analogamente a quanto si è operato per le 
curvo piane del 2." ordine (vedi Geometria ana- 
litica del piano), se noi cerchiamo i eentri ar- 
monici di 1." grado rispetto ad un polo X delle 
coppie di punti in cui le rette passanti per X 
segano la superficie 2'" data dalla (l); o in al- 
tri termini, se noi cerchiamo i coniugati armo- 
nici di X rispetto alle coppie di punti in cui te 
trasversali condotte per X segano 2"> troviamo 
ohe tali punti giaciouo precisamente nel piano 
corrispondente del punfo X, e ciò per le (II)' del 
numero 1 § 3. 
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Il piano corrispondente del punto X si dice 
quindi il piano polare, del punto X rispetto alla 
superiicie di 2." ordine ^''\ luogo dei punti i cui 
piani polari passano per i punii stessi. La su- 
perficie ^'" dieesi poi la direttrice del sistema 
polare formato dai due sistemi reciproci in in- 
voluzione. 

Come dal piano ic, = così da qualunque piano 
^"' è tagliala secondo una conica; così il plano 
polare di un punto Z è il piano che contiene le 
rette polari di quel punto rispetto a tutte le cu- 
niehe in cui i piani della stella X segano i'". In 
particolaro quindi il piano polare dì X conterrà 
i punti di contatto delle tangenti condotte da X 
a quelle eonicho; e le tangenti nominate sono 
quindi anco tangenti a S"'. 

Se il punto J è un punto di ^'^\ allora il piano 
polare di X passa per X e contiene le tangenti 
in X a ^"'; e dicesi perciò Ìl piano tangenle in 
X a ^'^\ 

4. Se noi ora vogliamo scrivere la relazione 
a cui debbono soddisfare le coordinate dei piani 
tangenti a 11"', analogamente a quanto si è ope- 
rato in Geometria analitica del piano per le 
coniche, troveremo che tal relazione è 



; ^11 
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ossia, indicando con A'^, l'elemento reciproco di 
Ar, nel determinante delle A,,, essendo 



ove « è il determinante formalo colle Or,, la re- 
lazione ultima non è altro che : 

cioè la (II) moliiplicata per a. 

I piani tangenti a 2"' sono appunto i piani 
dello spazio i cui punii corrispondenti giaciono 
nei piani stessi; e i punti di X(ii sono i punti di 
contatto dei rispettivi piani tangenti. 

Le equazioni (I) e (II) determinano adunque 
una stessa superfìcie 2'": e propriamente la (I) 
ia determina come complesso di punti ossia conio 
LUOGO si dice appunto etie la (I) è Veguaziotte 
locale di ^'''; la (II) invece determina ^'^ come 
inviluppata dai suoi piani tangenti, ossia corno 
INVILUPPO e si dice perciò elio la [II) è ì'eguazione 
'% di S'". 



g 5. Sistema nullo. 

1. Resta ancora da considerarsi il caso degli 
spazìi reciproci in involuzione nei quali ad ogni 
punto corrisponde un piano passante pel punto 
stesso, ossìa il caso in cui i due sistemi reci- 
proci formano un sistema polare che col signor 
Koye, dicesi uà Sistema Nullo. 

Intanto risulta che se si ha una corrispondenza 
reciproca fra duo spazii s, s^ tale che il punto 
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jlf (ii 2 giaccia nel suo piano corrispondente [x, 
in 2,, allora essa corrispondenza è mvolutoria. 
Infatti ogni retta passante per M e situata in jx, 
ha per eorriapondonte in 2, la retta stessa, che 
dicesi un raggia direttore del sistema nullo. 

Segue da ciò che ncoessarianiente al punto M 
considerato come punto di 2^ dovrà corrispon- 
dere ancora il piano ii. Dunque la corrispondenza 
reciproca ò involutoria, cioè 2 e 2, formano un 
sistema polare, che noi diciamo sistema nullo. 

Segue ancora, dal carattere speciale della cor- 
rispondenza, che ad una retta g corrisponde un 
altra retLa y, , o coincidente colla g, o che non 
taglia la g. infatti se due retto con-ispondenti 
g, j/, si tagliassero il loro piano gg^, avrebbe 
per punto corrispondente i! punto comune alle 
due rette, quindi a ciascuna di esse dovrebbe 
corrispondere sé stossa contro il supposto, cioè 
le due rette debbono necessariamente coincidere 
in una sola. 

2. Dunque dato un sistema nullo fra le rette 
dello spazio ne abbiamo una serie infinita speciale, 
quella costituita dai raggi direttori dei sistema 
stesso; ossia dalle rette polari di sé stesse. Que- 
sta serie speciale si dice un complesso di primo 
grado perchè le rette delia serie che passano, per 
un punto che sono situate in un piano vi for- 
mano un fascio. 

Ogni altra rotta a che non sia un raggio di- 
rettore ha per polare una retta a^ che non ta- 
glia ia a. Ora le rotto che si appoggiano a due 
rette polari a, «, sono evidentemente raggi di- 
rettori e so indichiamo con b una rotta che non 
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sia un raggio direttore e che non si appoggi ad 
a, a,, le rette che si appoggiano alle a, a^, b 
sono raggi direttori del sistema che si appog- 
giano ancho alla polare ft, di 6 e formano una 
superficie 2'" di 2.° ordine [vedi pag. 38) perchè 
è subito visto esaere il luogo delle intersezioni 
dei piani cornapondenii in diie fasei proiettivi 
di piani aventi per assi due qualunque delle 
quattro rette a, a, , b, b,. 

3. In generale è chiaro che tre rette d,, </,. d, 
che a due a due non si tagliano determinano 
una superfìcie di 2," ordine, luogo delle retto g 
che si appoggiano alle tre rette date che diconsi 
direttrici mentre le rette g diconsi generatrici. 
Inoltre per il teorema dato a pag. 33 del Manuale 
Geometria analitica del piano risulta subito che 
una retta che si appoggia a tre generatrici si 
appoggia a tutte le altre, cosicché diventa una 
direttrice. In altri termini la superficie ammette 
infinito direttrici; ossia per ciascun punto di essa 
passa una generatrice «no direttrice; e ^ è 
anche il luogo delle direttrici, cioè delle rette 
che si appoggiano a tre generatrici. Gli è perciò 
che la superficie sì dice anche avere due sistemi 
di generatrici rettilinee: due generatrici di uno 
slesso sistema non si tagliano; e si tagliano 
sempre in un punto delle superjicie due gene- 
ratrici di sistema differente. 

Possiamo poi dire: 

In una superjicie 2''i di È.° ordine proiettando 
da due direttrici fisse una generatrice variabile 
di essa si ottengono due fasei proieilim di piani. 

egualmente si vede subito: 
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Tagliando con due direttrici fisse una gene- 
ratrice variabile si ottengono due punteggiate 
proiettive^ 

Uosiochò la superficie l"' può anche definirsi 
colla definizione correlativa alla prima cioè: luo- 
go delle rette che congiungono le coppie di punti 
corrispondenti di due punteggiate proiettive non 
poste nello stesso piano. 

La seziono di s<-' è Ìd generale una conica; e 
in caso particolare il sistema di due rette, ed 
allora il piano è tangente alla superficie nel punto 
d'incontro dello duo rette perchè contiene le 
tangenti in quel punto allo coniche contenuti; 
nella superficie stessa. 

4. La superficie S"' ammetterà adunque (vedi 
pag. 60) il relativo sistema polare; e dicendo 
rapporto anarmooieo di quattro generatrici del- 
Tun sistema il rapporto anarmonìco costante di 
quattro piani in cui da una direttrice qualunque 
si proiettano le quattro generatrici, la geometria 
proiettiva di un sistema di generatrici della su- 
perficie 2'" è identica a quella di una conica so- 
stituendo air elemento punto della conica l'ele- 
mento retta (generatrice) dì ^''\ 

Cosi potremo riferire proietlivamente due si- 
stemi di generatrici dì due superficie 2'-', 2,™ ed 
è chiaro che : 

Jn due spazii reciproci ^, ^, ad un sistema 
di geìieratrici di una superficie 2'*i di S." ordine 
corrisponde neW altro spazio wi sistema di ge- 
neratrici di un'altra superficie analoga; e i 
due sistemi sono riferiti fra loro proiettiva- 
mente. 



Hosted by 



Google 



Geometria analitica dello spazio. 65 

5. Ciò posto, sia s'^una superlicie di 2.° ordine 
formata da raggi direttori del sistema nullo, 
avuto riguardo a ciò che precede possiamo dire: 

Due coppie a, a^, b, é, di rette polari reci- 
proche in un sistema nullo sono direttrici di 
mia superficie S"* di È.° ordine di cui il sistema 
delle generatrici è formata di tutti raggi diret- 
tori del sistema nullo e il sistema delle diret- 
trici è formato da coppie di rette polari reci- 
proche che per conseguenza sono coppie di rette 
coniugate di una stessa involuzione, che se è 
positiva i suoi elementi doppii sono due raggi 
direttori. 

Ogni rotta elie sega due direltriui di 2'^' po- 
lari reciproche nel sistema nullo è un raggio 
direttore di esso; ne segue evidentemente che 
quando sia data la quadriea s''' e la involuzione 
delle sue direttrici resta determinato il sistema 
nullo; perchè per un punto arbitrario M dello 
spazio resta determinato il piano che contiene 
due, opperò anche inlìnite rette che tagUano le 
coppie di raggi coniugali dell'involuzione; e vi- 
ceversa dato il piano resta detcrminato ìl punto 
perehò i! piano sega la superfìcie ^'■^' in una co- 
nica nella quale si ha un'involuzione di punti; 
onde le rette che congiungono le coppie di ele- 
menti coniugati passano necessariamente per lo 
stesso punto M (vedi Manuale Geometria anali' 
tica del piano). 

Inoltre risulta subito che se un punto descrive 
una retta il piano corrispondente passa per un 
altra retta, dunque la corrispondenza è necessa- 
riamente lineare reciproca ed invoiutoria. 
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6. Oi6 posto vogliamo ora trovare le formolo 
che servono a rappresen Lare un sistema nullo. 
Perciò osserviamo che il piano corrispondente 
da UE punto X non è altro cho il luogo dei raggi 
direttori (v. pag. 62) passanti per J, così se Z 
è un punto qualunque del piano in discorso do- 
vendo esso contenere la retta XZ la sua equa- 
zione sarà della forma 

«n {-n Sa) -1- =:,, {T, 5.) -t- t(,, [x, 5,) + 
+ «,, {X, S4) -1- K,i {.T, E,} -1- y.>, [r, S.) = 

essendo al solito, in generale: 

Le coordinato quindi del piano l' cori'ispou- 
dente ad un punto X sono date in tal caso dallo 
forinole: 



P l\ = «S3 


•r, 


-•-"!: 


i^'i 


i+", 


f l'i = "11 


.r. 


-«a; 


,«, 


+ «. 


P P. - ».. 


a^i 


-"1 


,,r, 


, + », 


? S'i = »o 


iì'i 


+ «. 


1». 


, + «1 



,a cui si ricava reciprocamente: 

p' iTi = a.a ;'! — ^3, ^'3 + ^11 5', 
p' iC; = 33, S'a — «12 l't + «3J ^'4 
p' a": = ^11 ;'i — ^23 V, -+ ^32 ^'4 

— p' JE^ = a„ ;\ -H «23 5'i -1- «33 ^'3 <' 

Le formole (I) od (1/ servono a rappresentar 



(I]' 
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lulti i possibili sistemi Nulli; poiché un sistema 
nullo tì determinato quando siano dati cinque dei 
suoi raggi direttori. Infatti tre dei cinquR raggi 
appartengono ad uno stesso sistema r"' di gene- 
ratrici di una superfìcie di 2.' ordine 6'''>; e le 
altre due rette determinano sul sistema rf'" delle 
direttrici di r'^' due involuzioni di raggi, come 
aventi per rette doppie quelle rette di d'^' ehe 
passano por le coppie di punti ove le due rette 
nominate segano S'^'. Le due involuzioni ne de- 
terminano una terza, avente per rette doppie la 
eoppia di raggi conjagati, comune alle due invo- 
luzioni. Quest'ultima involuzione determina, corno 
abbiamo detto più sopra, il sistema nullo. 

Essendo p^, le coordinate locali, e ti,-, le coor- 
dinate tangenziali di un raggio del sistema nullo 
dato dalla (IJ od (I)', l'equazione: 



"lift: 


, + aajP31+"03Px 


.+ 


"23i?l. 


1 + aai Pn + ('la Ih 


■ -0 


.„.„ 


+ «ja ^li + «33 1^31 


: + 


«n ~2! 


+ .., I.,, + •„ 1.,, 


= 



dà l'insieme © dei raggi direttori del sistema 
stesso, corno raggi le cui coordinate locali o tan- 
genziali soddisfanno all'equazione stessa. 

La serie 6 dei raggi direttori l'abbiamo chia- 
mata un Complesso lineare di rotte : e quindi le 
equazioni ultime sono dunque quelle che rap- 
presentano un Complesso lineare. 

7. Come nella Geometria del piano e della stella 
così anche nella Geometria dello spazio ordinario 
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possiamo dire (v. Geometria analitica del piano 
pap:. 275): 

Una sostituzione lineare di variabili fatta nelle 
coordinate degli elementi di una forma serve 
a passare da una forma ad un'altra proiettiva 
alla prima; oppure una tal sostituzione serve 
ad ottenere la slessa forma riferendone però 
gli elementi a nuovi elementi fondamentali; op- 
pure serve a passare da una forma ad un'altra 
trasformata della prima eoi principio di dila- 
tila nello spazio. 



% (). Formole fondamentali 
per le coordinate cartesiane rettangole. 

1. Siano X, y, z le coordinato eartesiane r«t- 
tangolari di uà punto M (flg. 2). Indicando con 
)• la grandezza del segmento OM, non che la 
direzione del segraonto stesso, avremo subito: 

ic = y cos [r x) \ 
y =r(ìos[rv] | {!) 

e = r cos [)■ z). ] 
Ma essendo Oj¥ una diagonale del paraleliepi- 
pedo rettangolo di cui i tre spigoli uscenti da M 
sono le coordinate del punto M, risulta 

^^ = ^^ + 1/^+5^ (2) 

onde dallo (1) avuto riguardo alla (2) si ricava: 
cos^ [r x] + cos' [r y) + eos" [r z) = 1. 
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iDdicando, in altri termini, con a, 3, y le incli- 
nazioni cogli assi di una direziono OM uscente 
dall'origine si ha 

COS- a + COS' a + COS' 7 = 1 (3) 

e tal relazione ù quella adunque cho lega i co- 



/" 



seni degli angoli di una direziono qualunque 
dello spazio. 

2. Per un'altra retta OM'^r' uscente dal- 
l'origine (lìg. 3), avremo 
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quindi 

xx' -\-yy' + %%' = rr' \ cos {r x) cos (r' -x) + 

+ cos (r y) cos {f y) + cos [r s) cos [r' s). 
Ora (ial triangolo OMM' si ha 

ITMM'r^ fTl + 5^'_ iOM.OM' cos-^, 
inilicando con c> l'angolo MOM'. 
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D'altra parte se siano X, \^, i le ioelinazioiii di 
MM' cogli assi, avremo 

x' ^x^ M M' oosl '■ 

y' — '!]— MM' eos u. I (4) 

3'-; = jI/jI/'cosv ' 

onde 

MW'= d'- = x-'X')-- + (;/ - yj + (s - s'j'. (5) 

Risulta quindi 



;os VI POS a' + cos peos fi' + ) 
+ cos Y COS'/', j 



p) 



ove per brevità abbiamo indicali con a, p, y '^d 
k', P', f' rispettivamente gli angoli dello dire- 
zioni r, r' cogli assi. 

Le forinole (5), (7) servono rispettivamente a 
dare la distanza di due punti M, M' mediante lo 
loro coordinate, e l'angolo di due rette mediante 
le loro inclinazioni cogli assi. 

Dalla (7) si ricava 

1 - cos^ w = sen- w = 

= [cos- « » cos' p * cos- 1) (eos*a' * cos"* S' * eos- -f] - 

-(cosKCOsx'tcosPcosp' t cosy cosy')"; 
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e quindi: 



n- u) = (cos fi CO! 
-|- (cos ycosa' 
+ 'cos a cos p 



(' — cos Y cosay ' 

- cos KCOS y']' + 

- cos fi cos «')', 



Uuindi due rette saranno perpendicolari i 
i coseni di duu loro direzioni sussista la 
nione : 



cosscosa'4-cospeosp' + cos7COSY' = 

6 saranno invoce parallele so sussistano 
lazioni 

cos 6 cos v' — cos Y cos P' = 

cos y cos «' - C0S7. COS-(' = 

cos 3i cos f.' — cos -j.' cos p = 



e fra 
rela- 

; (8) 



ossia le 



COS fi 



cos Y 
cosa' eosp' eos y' " 
3. Siano 

Lx + Mij + Nz+P^a 
1/ X + W y + iV 5 + P' = 

le equazioni di due piani che determinano 
loro intersezione una retta. So indichiam 
a, b, e le coordinate di un punto fisso sulla 
avremo 

Lfl + .V& + A'c + P = 
L' « + ili' ?) + jV e + F = t) 



come 
con 
retta, 
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i quindi 



■(t) + M{y-h] + N{z-c)=:i 
-a] + M'{!i-h]+N'[z-c]^ 



(10) 



A = M jV — M' N 
ÌÌ = NL'-LN' 
C = LM' -I/M. 

Le equazioni (10), una qualunque delle quali ò 
conseguenza delle altre due, sono quello dei piani 
projeltanti la retta sui piani coordinati. 

4. Ora se indichiamo con p la distanza dal punto 
di coordinate a, b, e a! punto M corrente di 
coordinate .r, p, s; e con X, jj-, v le inclinazioni 
di tale direzione cogli assi, avremo 

X - a = ocoaX 



quindi 



(11) 



cioè lo costanti A, iì, C sono proporzionali ai 
coseni degli angoli che una direzione della retta 
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data fa cogli assi; e quando sia 




A'' + B' + C'^i 




allora le quantità A, B, C sono i Rosoni 


Stessi. 


Dalle (11) si ha 




A'+B' + C- = K'; 




e quindi: 

A \ 




^ A' + B'-i-a- . 




B ( 


(12} 


^ >/ A' + /i' + (J- 1 


\ 





\l A' + B' + O* 
sono i coseni della direzione considerata 6 
per i coefficienti A,B, delle equazioni (10) della 
retta. Prendendo il radicale col seji^no — si hanno 
ì coseni della direzione opposta. 

5. Consideriamo ora un'altra retta le cui equa- 
zioni siano 

ic — a' _ ?/ — J' _ s - e' 
—j, --^^ - —g- ■ 

Le formolo (7), (^), per le (12) ed analoghe, di- 
venteranno: 



^ (A'"+ B' + C') (".l'"'"+ fì'"^"+ C'^ì 
4(BG~-Wvf ^a A'~G'A]''*[AB'-A'B)\ (14) 
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le quali formoie servono ad esprimere il seno ed 
il coseno dell'angolo di due rette in funzione 
delle quantità proporzionali ai coseni degli an- 
goli di duo diroKioni di esse cogli assi; quindi 
le relazioni: 



AA' + BB' + CC'-^ 

A n 



(IB) 

esprimono rispottivamente le condizioni perchè 
lo due rette siano perpendicolari o parallele. 
6. Sia 

iic + j¥y+iV5 + P = 
l'equazione di un piano m qualunque; e siano 
LiiC + M, |/ + i\', 3 + P = 
/vi a; + #2 ;/ + iVj s + P = 

le equazioni di altri due piani X, ^ che segano 
il primo in un punto al finito sicché il deter- 
minante 

L M N 
A = ■ L, M^ N, 
. l'z M. jV, 
sia differente da zero. Allora l'equazione 
(L, + P U) X + [M, ->rpM,)y^- (N, + p ,V,) s + 
+ P, + p P, - 
rappresenterà per ogni valore di X un piano del 
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fascio determinato dai piani X, -/.; e il fascio slesso 
sarà tagliato dal piano w in un fascio di raggi. 
La retta r rappresentata dalle (10} sarà normale 
a due raggi w >., w u. se sia : 

A B 



L, M, N, 



opperò sarà normale a tutti i raggi del fascio 0; 
cioè normale al piano w. Di qui si ricava su- 
bito che: 

-i _Jl___ C_ 
L\ ^ jH A ^ iV 4 
cioè i coefficienti A, B, C di una normale al 
piano M sono proporzionali ai eo^ffìeienti delle 
X, y, s nell'equazione del piano. Dicendo adun- 
que \, II, V gli angoli cogli assi di una direzione 
della normale a! piano, si avrà: 



Le equazioni 



h M N ' 
) quelle della normale condoita dall'ori- 
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servono a tiare lo coordinate x, y, s del piede 
della iioroiala condotta dall'origine al piano w; 
indicando con p la lunghezza di tale uorniale si 
avrà 



D'altra parte (!ìg. 4) se indichiamo con P li 
piede della normale condotta da al piano &>; 
e con M un punto qualunque del piano di coor- 
dinate X, y, z; allora la retta OP è un lato del 
poligono gobho chiuso formato dalle 

OK^x, KII = y, lIM = z 
ed MP. Projettando sopra OP avremo 
p = ic eoE X + y cos ;i + s cos V . 
Cioè ponendo: 

Jt_-JL- >" _-P. 

cosX (.-ose- cos V p ' 
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l'equazione del piano io si porrà sotto la forma; 

w cos X + j/ cos ui + 5 cos V — p = 0, 

che si dico la forma conica dell'equazione del 
piano io coordinate cartesiane rettangole. 




Dunque se nelle forraole (13) e (14) sostituiamo 
in luogo di A, B, C, A', B', C, \ coefficienti 
L, M, N dell'equazione del piano «> e quelli L', 
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M', N' deirequazione 

L'x + M'y + N's + F = <) 

ili uQ altro piano i>', le t'orruole stesse serviranno 
a darò la misura di un angolo diedro dei due 
[ìiani. 
1 piani c>, ed cu' saranno poi paralleli so 

L 31 N 



L' M' N' 



(13; 



e saranno perpendicolari se 

Lh' + MM' +NN' = 0. (1(5) 



§ 7. Distanza fra un punto ed un piano. 
Minima distanza di due rette. 

1. Vogliamo ora culoolare la distanza da un 
punto dato P di coordinate a, b, e ad un piano 
dato [j. la cui equazione sia 

La! + Mij+N!3 + P = 

parallelamente ad una dala reità, rappresentata 
dall'equazione 



L'equazione della retta oondotla per P e pa- 
rallela alla retta data e sulla quale si conta la 
distanza richiesta, saranno 
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Posto quindi 



Il , ir H 

'"'""-ir "'-'-ff -'' = '-!{ 

le eoordiuate del piede di tale distanza sul piano, 
quindi, iiidicandola con S, si avrà 

_lP{A' + n'+ (7} [1/ + M' + .1'; 

" " "" w':a' + b'-\-c') 

o^sia 

[La- \-Mb-\-Nc-\-PY 

ove non è altro eho l'angolo che la direzione 
della distanza fa colla normaìo abbassata dal 
punto al piano. 

Indicando con a, p, y gli angoli che !a dire- 
ziono (iella normale condotta dall'origine aì piano 
fa cogh assi; e con p la lunghezza della normale 
stessa si avrà 

(a cos a + b cos 6 + eeos -ì—pY 

cos 9 

quindi il valore richiesto di S. Del resto la stessa 
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forinola si può ottenere direttamente osservando 
che il numeratore non è altro che il quadrato 
della distanza (normale) del punto [a, b, e) dal 
piano iJ.; e quindi si ha appunto in valore as- 
soluto: 

rf=: £cos 0: 

ondo l'espressione trovata della distauza stessa Ò. 
Per la distanza S' di un altro punto E dal piano |a, 
condotta parallelamente alla retta stessa (1), si 
avrà : 



i"^J^.^^.':'. 


+ m Cos p + n cos y 
eos*0 


-P)' 




essendo l, m, n 
sondo adunque: 


le ooordiuate del 


punto E. 


F.y- 


S ocos 


■j. + b cos ?> -i' e cos ■ 


■!_^p 




S' "/cos 


K + mcosfl + jiCos 


r-/>' 




lo formole 








iceos 
icos 


a,. 4- Ji cos p, 4- 3 cos 


ll'iZll j 




«r + mcos§,4-Jìeoi 


it'--p- 


(IJ) 




('■ = 1,2,3,4), 


\ 




ove p è numero 


arbitrario, servono 


fl passare 


: da 



un sistema di coordinate cartesiane rettangolari 
ad un sistema qualunque di coordinate proiettivo 
omogenee, essendo 

a; cos r,. + y cos p, -h ; cos ■,■,. —^,- = (;■ — 1,2, §,4', 

le equazioni dei 4 piani fondaroetitaU À.^ A^ A^, 
A^ A^ A,, A^ A, À^., il, jIj A^. Rendendo oiiui- 
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geoee le ([\) nelle x, y, s col porre 
X Y Z 



indo da osse i valori proporzionali delle X, 

Y, Z, 'S, allora avremo, coi'rapporti -^, -=;, -^ , 

i valori di a/, y, s por mezzo delie coordinate 
Xr\ potremo quiodi trasformare ogni relazione io 
coordinate eartesiano di punti, nella corrispon- 
dente relazione in coordinate omogenee. 

2. Voj^liamo ora trovare un altro signifi- 
cato che possono avere i coefficienti dell' equa- 
zione di un piano, in coordinate cartesiane ret- 
tangolo. Osserviamo a tale scopo che se siano 
Xi p, s,, -T^ y^ Si, ic, y^ s, le coordinato dei vor- 
tici A, B, C dì uà triangolo del piano, l'equazione 
dì esso sarà: 

' X y 3 11 



I 3/, 3, 1 , 
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Ora i eoefficienLi di x, y, s dell'equazione dei 
piano divisi per 2 non sono altro clie (vedi 
Geometria analitica del piano, pag. 93), le pro- 
jezioni dell'area del triangolo AB C rispettiva- 
mente sui piani coordinali yz, zx, wz. 

Immaginiamo ora per il punto A un piano pa- 
rallelo al piano //se siano B', 6" lo proiezioni 
ortogonali di B, C sopra un lai piano; sarà allora 
A B' G UQ triangolo avente per area la projesiione 
éi ABC sul piauo yz. Ora essendo eguali i te- 
traedri ABB'G, BAB'G ed indicando con Ala 
distanza (normale) di B' dal piano ABC, con a, p.y 
le inclinazioni della normale al piano cogli assi; 
e ponendo ft' — BB', sì avrà 

triangolo ABCxh- triangolo AB'G'-xh' 

quindi, essendo 

h' 

■■- ~ cos *; 
/( 

ed indicando con A l'area del triangolo A B C a 
con A' la sua projezione, ossia quella di A B' C, 
si avrà 

A' = A cosa; (III) 

quindi l'equazione dei piano si potrà mettE-TO 
sotto 

ic 2 A oos « + y § A cos 8 + s 2 A eos y = 2 A ^ ; 

essondo adunque », f', y gli r,:igolt della normale 
al piano cogli assi e p la distanza dell'origine 
dal piano stesso. Segue di qui immeiJiatamente che 
se X, y, s sono le coordinato di un punto 1) fuori 
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del plano il determinarite: 



Sa 1 



è, ili valore assoluto, il sestuplo do! volarne del 
tetraedro AB CD. 

3. Vogliamo ora trovare in grandezza e di- 
reziono !a minima distanza di due rette r, r' che 
non sì fagliano. Siano 



A B 

a: — a' _y — V _ s — e' 
__- _ „ .,. ^.^ 

l'equazioni delle due rette. Si sa che la miiiimii 
distanza di due rette è diretta secondo la per- 
peadieolare comune alle rette stesse; oude ri- 
sulta subito che l'equazioni 



u a - ir a e a' ~ e a a ir -a'b 

rappresenteranno una retta condotta per Foriginc 
e parallela alla minima distanza stessa. 
Ponendo per brevità 

L^BC'~B'C,M=CA'-C'A,N=AJÌ'-A'B; 

ed essendo: 
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l'equazioni dei piani eondoUì rispettivamente per 

le rette r, r' e paralleli alla miDlma distanza, si 

dovrà avere 

z a + ^ 6 + V fi 4- ^ =. k' ((' + E' ;»' + -/ e' + 5' = rt 

X A 4- P /? + r f'' + '— " «' A' + e' F + v' ''■' = 

a 7. + fi il/ + V A' = " a' L' + P' .W + t' A'' = 

d'onde 

/7 6 e\\ 





A B c\ 
hMN\ 




a' V e' 


F N' G M:€' L-A' M:A' M- W L:- 


a:b'C' 

L M i\. 



Sostituendo ora nelle (1) in luogo di a, p, y, S; 
*'. P'i f't °' 1^ quaotìtà proporzionali dato dalle 
(2) avremo, coi dati del problema, i" equazioni 
dei due piani la cui intersezione è appunto la 
minima distanza richiesta. Dunque la posizione 
eifettiva della minima distanza resta in tal modo 
determinata. 

Per trovarne la grandezza osserviaaio che es- 
sendo 

l'cquaziooc del piano w condotto per la rotta r 
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e parallelo alla retta r', sì avrà; 
>.« + ;,. 64-!je + 7u = o 

XA+TT^ + Ufi =0 

).A' + a7ì' + uC' =0 
oudo 

I « i e 

\ A' B' a 

Il piano condotto per}- parallelo alla mìnima di- 
stanza sega la rotta r' in un punto P' le cui coor- 
dinato 3-,, y, , s, sono date dalle: 



0' S, + A' S, ^ i' 5, + B' !, _ e' S, + C 


S, 


ove si è posto: 


a — a'b — y e — e' 


!■ « a 




3, - ! '1 « C 


.'', = . A B C 




1 l, J/, A', 


\ r„ 11, jT, 




Essendo: 


BN'-M'C=L,, CI.'-yA = M,,AM'-l.'B , X, 


(J S <! 


'",= A « C 


j A' B' a 


eil, osservando cho la rainim 


a disianza d non 


ò 



altro che la perpandicolare abbassata dal punto 
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P (li r' sul piano w condotto per )• e [larallelo 
ad r', si avrà 

rf-- ± 

E per essere 

A' 1 + H' M + C N ^ 
si avrà fliialraento 

4^± ((t - o^)h ±S''-IlL^!> ± ^' - '') ^\ (n 

per calcolare, coi dati del problema, la minima 
distanza cercata. 
Se sia 9 l'angolo delle due rette r, r' sì avrà 

dsen . ^ (tt - aV,^ + {b-V]M,_+ [e ~<^\ 

Indichiamo ora con P, H 1 punti della retta r 
di coordinate a, b, e; a, , 6i, e,; e con T, S i punii 
di r' rispettivamente di coordinate a', b' , c'\ 
o'ii b't, e'i- Saranno: 

Pii = bc,-b,e Pj, = e a, — n e, p,^ = ab^ — a,b 
Pn = a — a, Pii= b — b^ Pai,— e — Ci 
le cooniinate j?„ locali della retta r; e similmente 
siano pV. lo coordinate di r' = S T. La formola (!}, 
che dà la minima distitnza, essendo: 

4 : Zi : C = a — (/, : 6 — &i : e — e, 
A':B'\C' = a' - a', : b' — h' , : e' ~ t', , 
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si porrà sotto la forma: 

</sen = ± 



PuPmIPjiI^*. 



ed indicando con l, l' ì \ 
avrà 



ìgraonti PH, 
b e \ 



(III) 



Da cui la nota proposizione che il volume dì un 
tetraedro è il sestuplo del prodotto di due spi- 
goli opposti nella loro minima distanza, e nel seno 
dell'angolo compreso. Di qui risulta di nuovo la 
condizione perchè duo rotte r, r' nello spazio si 
tagliano; perchè quando ciò accado la loro mi- 
nima d devo essere nulla epperò i! numeratore 
delle (II3 ossia il 2." membro della (111) deve es- 
sere zero. 

§ 8. Forinole e trasformazione 
delle coordinate Cartesiane in generale. 

1. In generale proiettare da un asse s sopra 
una rotlaiC una figura composta di punti if,,J/j , . , 
significa projettare dall'asse i punti della figura, 
cioè costruire i piani s3f,,sMj ... e poscia ta- 
gliare i piani proiettanti sM,, sM^ ... colla retta 
x; ad ottenere cosi una punteggiata M\, M', ... 
formata dai punti proiezioni dei puoti della lì- 
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gara. Se l'asse s da cui si projetta è la retta ai- 
l'infinilo dì un piano tt allora i piani projettantì 
saranno paralleli al piano ir e paralleli fra loro. 

Ciò posto duo punti A, li di una retta siano 
projefctati sopra una retta ir, che diremo asse di 
projezione, da piani paralleli ad un piano fisso tc; 
le projezioni A',B' di À,B determinano un seg- 
mento A! B' che si dirà \s.proj esione del segmento 
A Sfatta sull'asse x essendo dirigente il piano tc. 

Se da A iraraaginiamo una parallela all'asse x 
di proiezione, indi una normale al piano it; e in- 
dichiamo rispettivamente con li, e B" i punti ove 
le rette nominate segano il piano proiettante il 
punto B, avremo: 

AB.'^ABoosBAB,, A B,' = A' B' cos B.'aÌÌ" 

ed indicando con (tzx) l'angolo che il piano t. fa 
colla direzione x dell'asse; e con (-?■) l'angolo 
che lo stesso piano fa colla direzione r della rotta 
A E, si avrà: 

sen '.T,.i:) ' 

Cioè: 

La proiezione di un segmento AB di retta so- 
pra un asse x, essendo dirigente un piano ™, 
eguaglia il segmento obbiettivo nel rapporto dei 
seni degli angoli che il piano dirigente fa colla 
retta AB e coll'asse di proiezione. 

2. Sia ora At A^ A^ ... A» uà poligono gobbo 
semplice, cioè la figura che si ottiene unendo il 
primo punto A^ col 2.° A^, il 2." A^ col Z." A,; e 
così via finalmente rultìmo punto A„ col primo, 
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essendo i punti A^, A^, ... A„ dati comunque 
nello spazio cioè quattro qualunque di essi uon 
essendo in uno stesso piano. Proiettiamo il polì- 
gono sopra una retta x essendo dirigente il piano 
TT, otterremo una punteggiata proiezione A',, A\, 
A'^ ... J'„ composto di n punti; e si avrà 
A\ A\ + A\ A\ -\.A\A\-\-...+ A', A\ = o (1) 

cioè, dicendo lato di un poligono gobbo la gran- 
dezza jì,Aj del lato stesso, avremo: 

La somma delle proiezioni dei lati dì un po- 
ligono gobbo semplice sopra un asse è zero. 

Dalla (I) si ricava 

A\ A'„ = A\ A'^ jf.A\A\^-...-^ A',., A\ (2) 

3. Ciò posto, siano dati in direzione e gran- 
dezza tanti segmenti r^, ì\ ... r^ di retta; e im- 
maginiamoli trasportati nello spazio parallelaraonte 
a sé stessa e nella propria direzione in modo che 
l'estremo dell'una cada nell'origine dell'altra, 
avremo cosi una spezzata gobba; ed unendo l'o- 
rigine del primo segmento coll'estremo dell'ultimo 
segmento, otterremo un segmento r che si dirà 
il segmento risultatile di lutti 1 segmenti dati 
che saranno detti segmenti componenti; ed os- 
servando che il segmento risuHante ed i com- 
ponenti sono i lati di un poligono gobbo sem- 
plice, avremo per la (2) 

La proiezione sopra un asse x di un segmento 
risultante dipiit segmenti dati eguaglia la somma 
algebrica delle proiezioni dei segmenti eompo- 
nenti; essendo dirigente uno stesso piano t. 

4. Essendo x, y, z tre assi ortogonali proiettiamo 
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ortogonalmente sopra ciascuno degli assi il po- 
ligoDO gobbo A^ A,A^ . .. i„ ad ottenerne le pun- 



A\A'.,A\,..A\ A'\A\A'\...A'„ 

A:'\A"\A"\...A"', 

rispettivamente sugli assi x, y, z. Avremo: 

A\A\ = À,A^<ìO'i[A,A^,x), \ 

A'j A\ = jIjilgCOsMj ^j,rr) . .. j 

A'\A'\ = A^A,iias [A^A^.y], \ 

A'\A'\=:A^A^<:m{A^A^,y)... i^"'^ 
A'", A'", = A , A^ cos (A, A,, s; , ] 

A"\ A"\ = A, Aj cos [A^A^,z] . . . j 
e si avrà 
A, A„ cos (A, A^x] - A', A'„ = A\ A'^ + A', A'^ + . . . 

+ A'„_iA'„ 
A,i„cos{.l,A„;/>.-I/'A„" = .-4/'A/'+A,"jl/' + ... 

+ A-'.,-, A„" 
A,A.eos'A,A.,z]=A,"'A„"'=A,"'A,'''-\-A^"'A,"'+... 

+ A"'„.,AJ", 
onde quadrando o sommando ed avuto riguardo 
alla relazione fra i coseni dogli angoli di una 
retta con tre assi ortogonali, si avrà 

A^A„ = A^A, + A^A, + - - ■ + A...,À„ + \ 

+ ''2A,A,.A,A,cos{A,A,.A,A,)+ (I) 
+ 2 A, A,. A, A^cos[A,A,. A,AJ + . ,. / 
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cioè: 

Il quadralo del sei/mento risuUante eguaglia 
la somma dei quadrati dei componenti pi'ii i 
loro doppi prodotti, presi a due a due in tutti 
i modi differenti possibili, nel coseno dell'angolo 
compreso. 

5. Siano ora x, y, s tre assi obliqui elio si ta- 
gliano ìiBÌVorigine e siano x, y, z lo coor- 
dinate OQ, QP, PM cartesiane oblique di un 
punto M rispetto agli assi stessi. Essendo adun- 
que ys, zx, iCì/ i piani coordinate ed x, y,z le 
direzioni degli assi; indicando inoltre con r il 
segmento OM, avremo 
^^^ smjyz.r) seo{5y.7-) ^^^senjxj^.^) 

"senfys.a;} sen(saì.j/] sen(a;y.s') ' ' 

per espressioni delle coordinate di un punto M 
col Olezzo della sua distanza M = r dall'origine. 

Essendo r la risultante delle x, i/, z, ossia M 
risultante delle OQ, QP, PM, si avrà 
j-°!=a''*2/'*s^-t2yscosXt23a;coso. + 2ffycosu (I) 

indicando per brevità con X, a, " gli angoli {y s), 
(sa;), (a}p) degli assi fra loro presi a dne a due. 

La forinola (I) serve a dare la distanza di un 
punto dall'origine. Possiamo anche dire, per le 
definizioni date, che le coordinale a; y, s di un 
punto sono le componenti parallele agli assi delle 
distanze OM del punto dall'origine. 

Per un altro punto M' di coordinate x\ y', s' 
sia r' la distanza M' s indichiamo con d il 
segmento MM' ed essendo d risultante di 
ir — 3;', ij -'/ z, — s'. 
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si avrà 

t2(s-s')(x-a;'Jcos:x* 

forinola che dà la distanza di due punti espressa 
per mezzo dello rispettive coordinate. 

6. Per le posizioni fatte, indicando con tu l'an- 
golo M M' si avrà 



Ciò posto 



l'equaziooi delle rette M, M' uscenti dall'o- 
rigine posto in generale 

si avrà per la (n) 

coso. = (tll) 



formola che dà il coseno dell'angolo m delle due 
rette rappresentate dall'equazioni {b). 
Quindi per il seno dell'angolo o> delie dito rotte 
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1 cosX M (IV) 

cos X 1 A' 



{ABC\\[A'B'C'Y 
essendosi posto 
BC'-B'C=L, CA'~C'A=^M, AIi'-A'H = N 

7. Come abbiamo fatto per ie coordioate ear- 
tesiane rettangolari si 'deduce alio stesso modo 
che l'oqnaz.ioDi di una retta r si possano mettere 
sotto la forma 

■1sl!ì = ÌLT-JL := '~^ . 

ABC 
essendo a, b, e ie coordinate di un punto fisso 
della reità ed a;, y, z quella del punto corrente. 
Un'altra retta r' abbia per equazioni 

x — a' y ~b' z —e' _ 
"^4/ ^■~^ ~ a ' 



ed allora quando si abbia 



B' 



(V) 



le rette r, r' sono parallele. Infatti, sono nello 
stesso piano ed hanno i loro piani, projettanU, 
sopra uno stesso piano coordinato, che sono pa- 
ralleli perchè ne sono parallele le traccio. Le 
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forraolo quindi precedentemente trovate danno il 

coseno ed il seno di uo loro angolo tu; di duo 

rette quali si vogliano dello spazio e dicono che 

quando abbia luof^o la relazione 

AA' + BB' + CC'+[BG' + B'C]coè}.+ ) 

+ {CA' + C'A}co5v-+(A B' + A' 5) costi =<»)'' '^ 

le rette i\ r' sono fra loro perpendicolari; e sono 
invece parallele appunto se banno luogo (V). 
8. Dato un piano \>- la cui equazione sia 
Lx^My-\-Nz +P = o 
ed un altro piano u di cui l'equazione sia 
U x-YM'v + N' z+ F ^0 

vogliamo trovare lo condizioni perchè i due piani 
siano paralleli. Or due piani paralleli sono ta- 
gliati da un terzo in due rette parallele; e se due 
piani sono tagliati da altri due piani in coppie 
di rette parallele i due piani sono paralleli, dun- 
que le condizioni riebiesto saranno: 

L M N 



perchè i piani ij., u sono paralleli se lo sono lo 
loro traccio su duo dei piani coordinati ys, sa: 
n xy. 

9. Vogliamo ora condurre da un punto dato 
di coordinate a, ì>, e la perpendicolare ad un 
piano dato i*. 

Una retta sarà perpendicolare al piano [>■ quando 
lo sia a due rette di esso, per esempio alle sue 
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traecie sui due piani coordinati, per ese 
piani y 3, s x. L'equazioni della retta cercata sa- 
ranno della forma: 



e perche la retta deve essere perpendicolare allo 
traceie ora considerate del piano [ji, si avrà: 

È'(iVcosi;-MeosuL).^'[A'-i»feosX)*(?(JVeosX-jH)-o 
E[.¥-Lcospi)ty{i^cos-y-Leos>.)«(?(iVeosiA-L) = o 
e ponendo per brevità 
1 — cos' A = sen' >. = I 1 — cos^ \'- = aeii' a = m 
1 — cos^ -j — son^ iJ = n 



e OS \J. COS 1 


J — COS X = 1, COS U COS X — COS 

COSX COS a — cosu-^- n, 


y- = m, 


si avrà : 






= Ll*Mn, 


E:F:G = 
'Nm,:Ln,*Mm*Nl,:Lm,*M/^^. 


.> 



e si ha quindi reciprocamente: 

■.Ecosu+F+Geoil-.Ecos'j.-ì-Fcosl + G. y' 
Le formule (A) servono a risolvere il problema 
proposto. Le (&) servirebbero a risolvere il pro- 
blema inverso: Condurre per un punto dato un 
piano peì-pendicolare ad una retta data. 

10. Le stesse relazioni (h) e (k) servono a rap- 
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presentare in particolare la corrispondenza fra i 
raggi e i piani condotti per l'origine fra loro 
perpendicolari; cioè le {h) servono a determinare 
il raggio r normale al piano p rappresentato dal- 
l'equazione 

Lx + My -1- Nz = 

e le (k) danno il piano p normale al raggio r 
rappresentato dall'equazioni 



La corrispondenza fra gli elementi della stella 
quando si taecia corrispondere ad un raggio r 
il suo piano normale i^^ è tale che se i! raggio 
percorre un piano, il piano corrispondente ruota 
intorno al raggio corrispondente al piano per- 
corso. E ciò risulta appunto anche dalle formale 
(ft), (ft) che servono a rappresentare la corrispon- 
denza. Poiché il raggio r percorrerà un piano fj. 

7.X ■\-^>/ + -(Z = 

quando fra i paramotii E, F, G si abbiala rela- 
zione 

o.E + ?F+yG = o 

allora ti-a i parametri L, M, N del piano corri- 
spondente esisterà pure la relazione lineare omo- 
genea nelle L, M, N: 



M 



1 (•( + s (1, + T »•,) + *(" »i + f '» + r M + ) 

Questa relazione Jice appunto ciio i piani u cor- 
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rispondenti ai raggi del piano (i. ruotano intorno 
al raggio un normale fcorrispon dente) al piano ti 
stesso. 

La relazione (e) 6 simmetrica nei parametri 
L,M,N; a, P, y dei due piani u, \>. ed esprime la 
condizione perchè due piani ji, -j siano fra loro 
perpendicolari. 

Si possano cosi trovare il seno e il coseno di 
un angolo diedro di due piani ; cercandone il 
sono ed il coseno di un angolo dello rotativo 
normali condotto dall'origine; o cosi trovare le 
stesse linee trigononielriehe dell'angolo di una 
retta con un piano determinandone quelle di un 
angolo della retta con una normale al piano, etc. 

1 1 . Vogliamo ora trovare le formolo speciali che 
servono a passare da un sistema di coordinate 
cartesiane ad un altro sistema dello coordinate 
stesse. 

Prima di tutto trattiamo il caso particolare in cui 
gli assi si trasportano parallelamente a sé stessi 
e nella propria direzione. 

Siano (fig. iJ) 3!', ì/', s' ( nuovi assi, 0' la nuova 
origino ed 

le coordinate di 0' rispetto ai primi assi. 
So 

a!=OQ, y = QP, %=PM 

sono le coordinate di un punto M rispetto ai 
primi assi ; 

x' = 0'Q\ y' = Q'P', z'^P'M 

ijuelle dello stosso punto M rispetto ai nuovi. 
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OQr.OCK + Q,Q = OQ,+0'Q' 



t 


/ ^ 


/ 


M 

a: .r, 


„ 


/' / 




'' oZ 


/ 




/ 
/ 


p 



ed analogaraouto per le altre coordinale y, z: 
ondo 

a:=.r,-\-x' ij = j/„ -{- ,/ ; = ;, + ;' j 



ciob lo cercate formolo di trasformazione, elio 
evidentemente valgono anche se i primi, epperò 
anche i secondi assi, fossero ortogonali. 

1 2. Siano ora x', y', 3' le coordinate di un punto 
M' rispetto sempre ai primitivi assi; ed ic, y, z 
le coordiuato di un punto M rispetto ai medesimi 
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a/ = a x + b y + e z i- d ' 

y' = a' x-\-b' y + c' z + d' > (1) 

da cui si ricava 

a- = 4 ^■'' - '^> + T '^' " '''' + V '" " '^ '^ I 

essendo À, il, C... i reciproci degii ploraeuii 
a, b, f,... msl dctormiiianto 



a — I o' h' '^' 1 , 

! «" ^'' e' I 

che supponiamo differente da zero. Le (1) ori (1)' 
rappresentano adunque due spazii projettivi, os- 
sia riforiseoDo projettivamente a sé stesso lo 
spazio, in modo che il piano all'infinito è un 
piano unito (vedi pag. 45); M,M' Axis punti cor- 
rispondenti qualsivogliano. 

D'altra parte, per ciò che si è notato in ge- 
nerale, l'equazioni (1) servono anche a cambiare 
i primitivi piani coordìuati nei tre piani ti, ^'.^i" 
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qualisivogliano dati dall'equazioni : 

a X +b y + c z + d =0 
a' X +b' y + e' :;; + d' =^ 
a" x + b" y -Y e" : + d" = o. 

Indichiamo con 0' l'intersezione di questi tre 
piani, che non sono certamente paralleli ad una 
stessa rotta, perchè il determinante k io abbiamo 
supposto diverso da zero. 

Le coordinate ,t„, j/„, s„ di 0' sono appunto 
date dallo 

Ad+ A' d' ^ A" d" 





!/'■ - 


nd + ir d' + B" d" 

Qd + C'd' + C" d" 


Se i 


ndicbiamc 


> inoltre con x', y' , s' le interse- 


zioni 







dei ti'e piani presi a due a due, avremo dunque 
(Mg. 6) Ire nuovi assi ìp', y', z' concorrenti nel 
punto 0' ed x', y', s' saranno adunque le coor- 
dinate del punto if rispetto ai nuovi assi stessi. 
13. Vogliamo ora trovare il signiflcato geome- 
trico dei coetTieienti dell'equazioni (1) od (1)' che 
servono a passare da un sistema di assi ad un 
altro sistema. Intanto i termini noli d, d\ d" 
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ilfllu (1) non sono altro che le ooordinale x'«, y\, s'„ 
ilella primitiva origine rispetto ai nuovi assi. Os- 
serviamo poi ohe per 




ove con x' si indiea adunque la nuova coordi- 
nata x' de! punto P situato sul primitivo asse 
delle X alla distanza mio dall'origine. Ora x' —x', 
è dunque la projeziono delia distanza OP—i 
fatta sul nuovo asso w' essendo dirigente il piano 
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y' %' e si avrà quindi 

son '\tj' s', k') 






senf^i's',*')' 



Iq modo analogo si determinano gli altri coeffi- 
cienti tanto nelle (l) che nelle (1)' e lo iormole 
di trasformazione diventano 



a; sen ,V s', a') + y sen fic' s', )/) + s sen (7/' e'. 3) 
sen (y's'iff') I 

y' = y'o-\- \ 

3!SQIl(5'iE',a!) + ySBn(s'.T'.y } + gSBD(g',V,s) ì (i) 

son(s'ir',y') l 

3' = s'o + I 

ajsen ,'3;' !/',«;) + 1/ sen {x' y',y) +sseni'E' y',i) 
sen (,'(-■' j/',s') / 

x = 3:,+ \ 

a;'sen(j/s,a--') + y'son()/g,?/') + s'sen[y5,s') 
senfys, •«) 

2/ = y + 
a.'' sen (s 37, a:' ) 4- y' sen (5 io, ij'] + 3' sen [z x, s') Ì(I)' 

4. — — -— ~7r^--j — i 

3;'son(a;y,a;') + j;'scn(icy,ì/')-f-s'5en(a^:t/,g'i 
"*" sen (,T jf, 5) / 

Del resto dati in posizione ed in direzione i 
nuovi assi x', y', z' e quindi la loro orif!;Ìne 0' 
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le forraole (I) e così le (I)' si potevano dedurre col 
principio della retta risultante (vedi pa{>;. 90), Cosi 
li! retta 0' IJ' = x' è risultante di 

0' 0, OQ, QP, PM, MP', FQ' 

dunque la proiezione delia risultante 0' Q' fatta 
sull'asse x' essendo dirigente il piano t/'s' sarà 
eguale alla somma delle proiezioni analoghe delle 
componenti : da cui subito la prima delle (I) e 
così per le altre e per le (I)'. 

1 4. Del resto per passare da un sistema di assi ad 
un altro sistema, si possono dapprima trasportare 
gli assi parallelamente a sé stessi e nella propria 
direzione ad avere la nuova origine; e così il 
problema è ricondotto a trasformare un sistema 
di assi in un altro sistema aventi la medesima 
origine 0; cioè lo formole di ti'asformazione non 
contengono termini noti e sì riducono alla forma ; 



x' = a X + b y i-C s 
?/'=«' x-^b' y-\-c' z 
5' = a" x-^ h" y + e" % 

A , A' , A" 



/.. 



+ '- '■ ti' + 



B" 



o?sÌa, colle date interpretazioni dei coefficienti, 
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.x' = \ 


icsen{j/5',a::) + 2/seii;y's',i/) + sEen(;/s',s) 




6fii\(y' s',x') 




y' = 




icson(s'a!',,r) + ./senvVa^',?/) + Bsen[x's',s) 


(1) 


scnC'/'s',*-'J 




s' = 




ic sei] (w'2/',.t) + ?/ soli (jc')/,it/} + 5sen(a^'2/',3) 





seQ(,V;/',3') 

e le altre che si otteogono cambiando le lettere 
acceatate con quelle senza accenti e viceversa; 
e che servono a dare le primitive coordinale me- 
diante le nuove. 

Supponiamo ora che i primitivi assi a?, y, 5 
siano rettarif^olari. Essendo 

gli angoli che la normale rispel livaraenle ai piani, 
y' z', s,' w', ce' y' fa cogli assi x,y^z; e 6, 6', 0", 

gli angoli che le normali ai piani y' %', b' x', d y' 
fanno rispettivamente con a;', y', 3', si avrà; 



:^cosa 4- y cos fi 4- 3 cos y 
"~coaO 

X eos V.' -\- y Gos ?' + s cos y' 

COSO' 
V coh a.'' + y eos ^" + 3 eos y" 
~ eosO" ' 



\ 



(II) 
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x = x' COS {x ic') + y' eos (-T y') + s' COS [x z') \ 

y = x' COS (y x') + y' cos (y y') + s' cos (y a') 5 (li)' 

3 = a;' COS (3 ic') + y' eos {s y') + s cos (s 3') / 

Queste formolo servono a passare da un sistema 
di coordinate rettangole ad un sistema di coor- 
dinate qualunque. 

15. Dalle (II), essendo al solito ^, >>■, u gli angoli 
{y 3), (3 x), {x y) dei nuovi assi fra loro si ricava 

«:' + y^ + 3' = 
= jc" * ìj'^ t3''*2y'3'cosX + 23'.i;'cos;ii*2^'»/'cosu 

per l'espressione della distanza di un punto dal- 
l'origine. 

Se finalmente siano anche rettangolari I nuovi 
assi le formolo (III) diventano: 

x' = x' cos {x' x)-ì-y cos (« y'] + s cos {a;' s) 

y'=^x cos {y' x) + y cos {y y') + 2 cos {y' s) 

W = X COS (s' x)-\-y cos (3' y) + 3 cos (s' s) 

In altri termini so siano: 



gli angoli che le direzioni x', y', 3' fanno rispet- 
tivamente colle X, y, s, le formole di trasforma- 
zione diventano 

ic' = .rcosa -1- y cos fi -l-;cosY \ 

ìj' ~ X cos a' -F J/ cos p' +3 cos y' I (l[l) 

9' =: T cos a" -j- y cos p'' -f- 3 cos y" / 
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x = x' cos K + ^' cos k' + 3' cos «" 
y = oh' cos ^ -{■ y' eos f + z' cos P'' 
s = ìb' cos Y + y cos y' + 3' cos t"- 
Basta osservare il seguente quai.)ro 



. I = I 



1 -' i •" i '" , '■' 

per formare subito le forinole (III) (IH)' che ser- 
VODO a passare da un sistema dì assi rettango- 
lari ad un altro sistema analogo. Essondo i primi 
assi ortogonali si avrà 

cos tt + cos fi -J- cos •; = ì 

cos a' + eos |ì' + cos y' = 1 

cos a" + cos p" + cos f '' = 1 ; 

cos a' eos a" + COS 3' COS ^" -\- COS y' COS y" = 

cos «" COS « + eos p'' eos ^ + eos y" cos 7 = 

cos a cos k' -J- cos B COS ?' + COS Y COS y' = 0, 

se anche i secondi assi sono ortogonali ; ed 
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iuoltro: 

x'' ^- 1/ + z^ ^ cc'^ -\- y'^ -\- z'\ (1) 

Quiodi dalle (III) si ricaverà appunto: 

COS « + COS H.' 4- COS a'' ~ 1 
COS P + COS P' + GOS ^" = 1 

COS Y + COS y' + L'os y" = 1 . 

COS p COS Y + COS §' COS y' + eos p" cos y" = o 

COS Y COS « + COS y' cos a' + cos y" oos a" = o 

cos « cos p + eos x' cos p' + cos a" cos p" — o 

16. Del resto le relazioni a) e Io h) del a. 14, 
che ioterpretate goomelricamente servono a pas- 
sare da uà sistema di assi ad un altro sistema, 
non sono altro che le formolo dì xia^ sostituzione 
lineare e della sua inversa, cioè le formole che 
servono a sostituire alle variabili ce, y, s altre 
variabili x\ y', s' legate collo prime da rela- 
zioni lineari e reciprocamente. La relazione (1) 
fra i due sistemi di variabili caratterizza com- 
pletamente la sostituzione cioè se deve essere: 



la sostituzione lineare, interpretata geometrica- 
mente, corrisponde alla trasformazione di assi 
ortogonali in altri assi pure ortogonali. Ed in- 
vero se tale relazione devo aver luogo si dovrà 
avere per le a) 
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f.' + «" + a'" = 1 


] 


1/ + b" + 6'" - 1 


W 


e- + e" + e"' = 1 


1 


hc + h' e + h" c" = o 


) 


GU + c' a' + e" a" = 


(*ì 


alì + a'h' -^ a" b" = o 


\ 


(lliiamando al solito A,B,G... gli elementi re- 
(iiproci di «, 6, e . . . nel determinante 


« ft con 


a" 


. = ,i V r! = b h 


b" !, 


a" b' c« \ e e 


e" ; 


si avrà per le relazioni (/;) 




; o' ; li'' = A : A' : A" 




b:V:b" = B:B':B" 




e:c' :,:" = C:C:C''. 





Da queste avuto riguardo alic (/() ai ricava su- 
bito: 
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quindi le 6) diventano appunto 

x — ax' + a'y' + a" ^' \ 

p = f,x' + b'y' + 6''5' > io) 

z = c-.' +(;'y + c''s' ) 

e por essere 

aA-^hn-\-Cc, ^0. 
si ricava subito per le (/) 

a' A" -^^ h" B" -V e' C" = 
e cosi: 
o' ■^ i* + e' =1 a' a" + h' b" + e' e" - o, ''■. 
a'^ -+ V + e" = 1 a" a -\- b" b + e" e = ] (4) 
a" -T 6" + e" = 1 aa' +b b' + ce' =0,1 
cioè lo novo quanliiìt 

a,b,c: a',b\t:'\ a",b'',c'' 

hanno tutte lo proprietà che competono ai nove 
coseni degli angoli fra loro di due terne di assi 
ortogonaU. Si osscrvorft poi ehe il valore del de- 
terminante a, ehe si dice il modulo della sosti- 
tuzione, è ± 1; perchè si ha per le (4) 

a' = l. 

La sostituzione dicesi ortogonale, caratterizzata 
adunque della relaziono (1) fra le duo serie di 
variabili. 
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§ 9. Sulle superficie di secondo ordine. 
Generazione e generalità. 

t. Siano U=^o, V=o, W=o l'equazioni, in 
coordiuate qualisi vogliano, di tre piani che si se- 
gano nel punto S; ed 

U' = 0, V ^0, IV' = 

l'equazioni di altri tre piani elio si segano in un 
altro punto S'. L'equazioni 



n+,,.v+-jW=o 


(1) 


u _ r _ w 


(2) 



rappresentano, al variare di X, [i, u; la siella di 
eentro S; e propriamante la (1) rappresenta la 
stella eorae composta dei suoi piani; le (§) la 
rappresentano come composta de' suoi raggi. Rap- 
presentando allo stesso modo eolle equazioni 



/ U -\ 



ir' 



la stella di centro S'; e ponendo: 

pX = «ji V + «i^ li.' f B^j 

?:>-= «ZI ^' + «!! \>' + «ì: 

pij = d X' + a„ i;.' + a,. 



CI)' 

(2)' 
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ove p È un numero arbitrario, avremo posta una 
corrispondenza lineare fra le duo stelle 5, S' e 
propriamente esse saranuo riferite fra loro pro- 
iettivamente, ossia saranno in corrispondenza 
proiettiva se lo due stelle sono rappresentate 
dalle equazioni (1), (1)' e (2), (2)' rispettivamente ; 
e invece si diranno in corrispondenza reciproca, 
o riferite fra loro reciprocamente, se essendo 
una di esso, per esempio, la S rappresentata dal- 
l'equazioni ("2) l'altra S' sia rappresentata da una 
sola equazione (1/. 

Se invece fossero w = fl, v = o, w = o l'equa- 
zioni tangenziali di tre punti che determinano 
un piano i; e w' = o, v' = o,w' = o quelli di al- 
tri tre punti ohe determinano un altro piano tr', 
allora le (l) "^ol mezzo dell'equazioni analoghe 
alle (1), (2); (1)', (2)' riferirebbero fra loro pro- 
iettivamente i due piani e, a' oppure reciproca- 
mente. Essendo adunque due piani reciproci, la 
figura correlativa nello spazio di due stelle re- 
ciproche, si otterranno le proprietà dei piani re- 
ciproci da quelle di duo stella reciproche seguendo 
il Principio di dualità dello spazio, ossia immagi- 
nando nello spazio una corrispondenza lineare 
reciproca ; perciò basterà considerare quindi o due 
stelle reciproche o due sistemi piani reciproci. 

Intanto risulta subito: 



Due stelle reciproche 
sono in corrispondenza 
tale che ad un raggio m 
dell'uno corrispondeun 
piano ti' dell'altra; e ad 
un raggio g della prima 



Bue sietetni piani re- 
ciproci sono in corri- 
spondenza tale che ad 
punto M dell'uno cor- 
risponde una retta m' 
dell'altro in modo che 
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situato in uti piano f». 
di essa corrisponde nel- 
la seconda mi piano •>■' 
che passa pel raggio m' 
co frispo n den te al piano 
Il delta prima. 

E quindi: 

In due sfelle recipro- 
cheadunfascio dirag- 
gi dell'v/na corrisponde 
nell'altra un fascio di 
piani proiettivo al fa- 
scio di raggi. 

Dati quindi quattro 
piani dell'una Ktelìa S 
tre qualunque dei quali 
non passuuo per una 
stessa retta, e i loro rag- 
gi corrispondenti nel- 
l'altra stella S' si ottiene 
subito il raggio che 
nella stella S' corrispon- 
de ad un altro piano 
dato |j. della stella S. 

Osservando recipro- 
camonte che un piano 
ed un raggio di una 
stella S ed S' è determi- 
nato da! rapporto di due 
dei tre numeri X, [i, u, 
X', il.', u' al rimanente, 



ad tma retta m dell'un 



coriHaponde un punto 
31' del secondo situato 
sulla retta m'. 



In due sistemi piani 
reciproci ad una pun- 
teggiata dell'un sistema 
corrisponde neW altro 
sistema un fascio di 
raggi proiettivo al pri- 
mo. 

Dati quindi quattro 
punti dell'uno piano a 
tre qualunque dei quali 
non siano in una stessa 
retta, e le quattro rette 
corrispondenti in tr' si 
costruisce subito il rag- 
gio di i' che corrispon- 
do ad un punto qualun- 
que M dato in t. 

Osservando recipro- 
camente che un punto 
ed una retta di un piano 
(toc' sono determinati 
dal rapporto di duo dei 
numeri X, [i, u o \' , \).' , u' 
al rimanente, ne risulta 
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che nelle (I) si possono 
do ter mio aro gli otto 
eoeffleienti distinti in 
modo ohe 1' equazioni 
stesse rappresentano la 
corrispondenza recipro- 
ca in cui a quattro raggi 
dati dell'un piano a cor- 
rispondono quattro pun- 
ti dati dell'altro plano n'. 



ne risulta ciie nelle (I) 
si possono determinare 
gli otto coefficienti di- 
stinti in modo che l'o- 
quazioni stesse rappre- 
sentano la corrispon- 
denza reciproca in cui a 
quattro raggi dati del- 
l' una stella S corrispon- 
dono quattro piani dati 
dell'altra 5". 

In sostanza duo piani t, 17' riferiti fra loro re- 
ciprocamente sono appunto, quando vengono a 
sovrappoi'si, due piani reciproci già definiti nella 
Geometria analitica del piano. 

2. Considereremo d'ora innanzi soltanto due 
stelle S, jS' reciproche date dall'equazioni (1), (2)' 
ed (!) al variare delie quantità X, |i, g; V, ^', u'; 
trasportando i risultati ottenuti, a due sistemi 
piani reciproci col mezzo del Pi-incipio di dualità 
dello spazio. 

Intanto risulta che il luogo dei punti Mia cui 
i raggi g della stella S segano i corrispondenti 
piani Tj' di S' è anche il luogo dei punti in cui 
i raggi di S' tagliano i corrispondenti piani di S. 
Infatti al raggio M S' di S' deve corrispondere 
in S un piano passante per^ò'. È chiaro che i 
centri S ed 5' delle due stelle appartengono al 
luogo, la cui equaaiono ò il risultato delle elimi- 
nazioni delle quantità l, u, i;; V, u.', J frale (1) 
(S)', (1) cioè: 
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(a^V +a„r-^a„W')V + 



(li) 



;ra(lo nello coordinate di 
luogo; dunque: 

Dati due piani reci- 
proci n, 7' il luogo dei 
piani che dai punii del- 
l'un piano proiettano 
le rette corn'spondenii 
dell'altro è una super- 
fìcie-Inviluppo disecon- 
da classe, che contiene 
i due piani dati ', a'. 



i dol Heeondo ; 
un punto qualunque del 1 

Date due stelle reci- 
proche S, S' il luogo 
dei punii ove i raggi 
dell'una stella vengono 
tagliati dai piani cor- 
rispondenti delValtra è 
una superficie S"' di se- 
condo ordine contenen- 
te i emiri delle due 
stelle. 

3. Per brevità chiameremo d'ora luoauzi Qua- 
dnca ogni superllcio delseeondo ordine i''^': oioè 
una superfìcie rappresentata da un'equazione di 
secondo grado; quindi della forma: 









(«) 



essendo Xr [r = 1, 2, 3, 4) lo coordinate di un punto 
con-ente del luogo. Come dal piano a,v = cosi 
da qualunque piano dello spazio la quadrica sarà 
tagliata secondouna conica. Ciò posto ; siano S, S',S" 
tre punti della superficie. Conduciamo per SS" 
due piani che la taglieranno secondo le coniche 
C'i , C"" ; e per S S' un piano che taglierà di nuovo 
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le coniche C"\ C^ nei punti AJL Ho A,, A^ sono 
due punti di C"* e B,, B^ due punti di C'' , sa- 
ranno rifurite fra loro reciprocamente in modo 
determinato due stelle S', S" se siano corrispon- 
denti lo coppie di elementi: 

S'AA,, S"Ar, S'AA,, S"A,; 

S'BB,, S"B,i S'BB,, S"B^. 
Le due stelle produrranno, nel modo detto pili 
sopra, una superflcie -''' algebrica dì secoudo or- 
dine a cui appari engono il punto S' e le due coni- 
che C" , C"-* ; perchè le due coniche hanno rispetli- 
vaniente ciascuna sulla superflcie i cinque punti 

S,S'',A,A,,A,;S,S'\B,n„B,. 
Ma allora ogni piano condotto per S' taglia la su- 
perfìcie data S'-' quella ora generata '^'^' in 
due coniche che avendo cinque punti in comune 
debbono coincidere, dunque: 



Come due stelle r 
proche determinano nel 
modo detto una Super- 
fleie algebrica delsecon- 
do ordine , viceversa 
ogni superficie algebri- 
ca di secondo ordine è 
generala da due sfelle 
reciproche che hanno i 
centriin duepunti qua- 
lisivogliano della su- 
perficie; e questa gene- 
razione può effettuarsi 
in if^niti modi per eia- 
seuna coppia di punti. 



Come due piani reci- 
proci determinano nel 
modo già detto una su- 
peì'ficie- Inviluppo di se- 
conda classe così, vice- 
versa, ogni inviluppo di 
seconda classe è gene- 
rato da due suoipiani 
riferiti fra loro reci- 
procamente; e ciò può 
farsi in infiniti modi 
differenti per ciascuna 
coppia di piani dell'in- 
viluppo. 
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4. Per la quadrica 5'^' rappresentata dalla 
f(x) = o, pongasi: 



essendo a,., ~ 


"" 


. Si pò 


iga iool 


re: 




..4/'- 


a, 


a, + 0, 


^, + », 


«, + o, 


«■, 


..4/v,. 


«. 


«, +0 


,,T,+o, 


.5!, + a. 


,T, 


..4/'- 


«3 


«!,+o, 


«, + o. 


», + «, 


«. 


..^Ar.^ 


«. 


«, +», 


0!,+O, 


x. + o, 


ìTj 


P essendo un 


numero arbitrario. 


Essendo 


^,- 



lemento reciproco di o^,nel determinante ; 
metrico a, si ayrà A,-, = A:,,- e sarà : 

p' ÌC3 = A^, ?, + J35 ?j + A33 Ì3 -I- vlj, ;, ( 
e 
e così: 



.(II) 
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ove con F(0 si denota la fUtizione che si ottiene 
ponendo nella f{cr) le A,., invece delle «™ e le X,,. 
invece dello .r^ ()' = 1, S, 3, 4). Pongasi inoltre, in 
generale : 

/(y--) =/{=?/) = "-,/'.. + =-./'«. + =./'.= + =1 /'.;. - 

ed allora l'equazione quadratica: 

/■(,'/) + 2>/(2/=) + XV(;)-« (/.■) 

ìq \ sorvo a dare le intersezioni della retta r = YZ, 
che unisco i punti Y, Z di coordinate y^, Sr 
(r= 1,2,3,4) colla quadrica iS'^'; perchè le coor- 
dinate di un punlo qualunque di tal retta sono 

)/,-|-ì.3,.{)-=1,2,3,4) 

cioè, por ogni valore dato a X si ha un punlo 
di YZ. 

5. Quindi, come abbiamo appunto dichiarato a 
pag. 59, risulta, come per le coniebe, che l'oqua- 
nione: 

ossia 

rappresenta il piano polare dei punto Y rispetto 
alla quadrica; e le formole (I), (II) rappresentano 
il sistema polare della quadrica stessa dandone 
per ciascun punto X di coordinate x, le coordi- 
nate ?, del relativo piano polare \\ e per ciascun 
piano l di coordinate Ir le coordinate ^v del re- 
lativo polo X Inoltro la {k) dico che quando il 
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punto Y giaco sulla superfìeie il piano polare ij 
di quel punto è il piano ctie tocca ivi la qua- 
drica; cioè è il piano che contiene Io tangenti 
in Falla quadrica S"' stessa. E risalta cosi che 
l'equazione : 

*■(!) = 

è Vequazione tangenziale di S'" , cioè rappresenta 
l'inviluppo di seconda classe formato dai piani 
tangenti alla quadrica stessa. Una quadrica, de- 
terminata, come inviluppo, ò dunque generata 
da due sistemi piani reciproci. Infatti poi, la ge- 
nerazione di S'" con due stelle reciproche aventi 
i centri in due punti di essa superficie ha per 
polare reciproca la generazione di S'" come in- 
viluppo, cioc' la generazioue dell'inviluppo di se- 
conda classe formata dai relativi piani tangenti. 



§ 10. Coni quadrici. 
Coniche inviluppo di piani tangenti. 

1. Consideriamo ora il caso particolare in cui 
il discriminante a delia f{x), cioè il determi- 
nante (1) § 9 n. 4 si^ nullo. Allora i quattro piani 

/'k, = /'ars s /'a-, = f'x^ = 

passano per uno stesso punto F appartenente ne- 
cessariamente alla superfìeie. Ogni retta condotta 
per il punto V, di cui indicheremo con 



»v(7' = 1.2,3,4) 
>ga la superficie in due punti coin- 
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cidenti nel punto stosso; e ciò porche la (ft) si ri- 
duce alla X^ff^ = o, essendo u^ + is^ le coordi- 
nate di una retta qualunque VZ condotta per V 
Di più se Z ò un punto della superficie !a retta 
r2 per la stessa equazione (k) appartiene alla 
superficie, perchè vi appartengono i varii punti 
della retta stessa. La quadrica è dunque una fi- 
gura della stella di centro V perchè è il luogo 
delle rette che proiettano da V una qualunque 
conica C-' sezione della superficie con un piano 
non passante per V. La quadrica è mi cono qua- 
drico, del secondo ordine; V no ò il vertice, 

10 rette passanti per V contenute nella superfi- 
cie ne sono le generatrici; e una conica C" se- 
zione del cono con un piano dicesi diretlriee o 
base del cono. 

Risulta ancora subito che il piano polare di 
un ptmto Y passa per il vertice V del cono ed 
è sempre il medesimo per tutti i punti della 
retta T V. Possiamo quindi dire che ogni raggio 
della stella V a cui appartiene il cono, ha il 
suo piano polare rispetto al cono che è un piano 
della stella sfessa V. Ogni raggio della stella o 

11 relativo piano polare rispetto al cono costituisco 
il sistema polare del cono stesso; e tal sistema 
è tagliato da un piano, non passante pel vertice 
del cono, nel sistema polare rispetto alla conica 
secondo cui il piano taglia il cono. 

2. Con le definizioni date segue che la geome- 
tria dei coni quadrici nasce da quelle delle co- 
niche colla proiezione da un centro F (vertice 
del cono) situato ftiori del piano della conica. 
Ogni punto della conica È proiettato da una gè- 
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neratrice del cono; un punto e la Rua retta po- 
lare rispetto alla coniGa base sono proiettati da 
un raggio e dal suo piano polare; se il raggio è 
una {veneratrice del cono i! piano polare è quello 
che proietta la tangente in quel punto alla co- 
nica ed è piano tangente al cono nei varii punti 
della generatrice stessa; ossia lungo quella gene- 
ratrice. Il piano tangente al cono lungo una ge- 
neratrice può dotlnirsi, in modo analogo della 
tangente alla conica, cioè il piano di duo genera- 
trici prossime del cono stesso; o, in altri termini, 
il piano che taglia il cono secondo due rette coin- 
cidenti. 

3. Il sistema polare rispetto ad un cono qua- 
drico dimostra il principio di dualità della stella, 
cioè il principio di trasformazione delle ligure 
della stella che nasce dallo scambiare fra loro 
gli elementi raggio e piano della stella. Dalle 
cose dette sulle coniche risultano quindi lo pro- 
prietà seguenti dei coni fra loro correlative nella 



Proiettando da due 
generatrici fisse una ge- 
neratrice variabile di 
un cono qu^drico si ot- 
tengono due fasci pro- 
iettivi di piani. 



Tagliando con due 
piani tangenti fissi di 
un cono un piano tan- 
gente variabile di esso 
si ottengono due fasci 
proiettivi di raggi. 



Viceversa abbiamo appunto visto a pag. 38 
che due fasci proiettivi di piani generano una 
qnadrica che abbiamo detto appunto cono se gli 
assi dei due fasci di piani si tagliano in un punto. 

4, Chiamando angoli poliedri o angoli molti- 
spigoli completi semplici lo figure delia stella, 
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che nascono dal proiettare dal centro di essa 
moUilateri o poligoni completi o semplici di un 
piano non appartenente alla stella, si avranno su- 
bito per i coni le proprietà degli angoli molti- 
spigoli inscritti e degli angoli poliedri circoscritti, 
che nascono dal proiettare poligoni inscritti, o 
moUilateri circoscritti ad una conica base del 
cono ecc. 

5. Abbiamo visto che il vertice F di un cono 
quadrico è un punto tale che eonducendo per 
esso una setta g ad arbitrio, questo sega i! cono 
in due punti riuniti in Y; e por questa ragione 
il punto V dicesi un punto doppio delia super- 
fìcie. 

Viceversa se una superficie algebrica di secondo 
ordino ha un punto doppio V è necessariamente 
un cono di vertice V. Infatti ogni retta che uni- 
sce V ad un punto della superficie appartiene 
alla superficie stessa. Se poi un punto deve es- 
sere doppio, bisogna per la (ft) che le sue coordi- 
nate ur(r = 1, 2,3,4) soddisììno all'equazioni 

/'., = » /'„. = o /'..^o /'.,_o (1) 

perchè la (A) qualunque siano ;, , c^ ' ^j > ^4 > ^' deve 
ridurre alla 

e quindi per qualunque sistema delle 3,. si deve 
avere identicamente 

per cui debbono necessariamente aver luogo ìe (1); 
e quindi essere nullo il discriminante «. 
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Se per vertice del cono assumiamo uno dei 
punti fondamentali, per esempio, ii punto A, di 
coordinato ], 1, 1, o l'equazione del cono quadrico 
sarà necessariamente della forma 

Se le coordinate fossero le cartesiano allora l'e- 
quazione praecdoiUe rappresontcrobbo un cono 
quadrico avente il vertice nell'origine, ponendo 
in luogo di a;,, x^, x^ rispettivamente le x,y,z, 
coordinate eartesiane di un punto corrente della 
superfìcie. 

6. Se l'equazione del cono è posta sotto la forma 
(2) allora l'equazione stessa rappresenta la base 
del cono, sul piano fondamentale x^ —- o. Fj per 
le usate posizioni sari in tal caso: 

l'equazione del piano polare del raggio FA^ ohe 
proietta dal vertice jì, il punto Y della conica 6'"' 
base del cono. Ogni triedro che proietta da A, 
un triangolo polare rispetto alla conica base è 
un triedro polare o coniugato rispetto al cono; 
cioè un triedro di cui ciascun spigolo ha per piano 
polare la faccia opposta. 

Per ogni triedro polare preso per triedro fon- 
damentale, nel nostro caso pel triedro determi- 
nato dei piani x^ = o, x,=o, x^ = o, l'equazione 
del cono si metterà sotto la forma semplice": 



Come per le eonicho così per il cono quadrico 
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ài un triedro polare uno spigolo 6 interno al 
cono, gli altri duo esterni. 

7. Consideriamo le due stelle reciproche sovrap- 
poste in corrispondenza inrolutoria, aventi por 
contro il vertice A, del cono, e formato dai raggi 
della stella A, unitamente ai piani rispettivamente 
perpendicolari ai raggi stossi. Queste stello sa- 
ranno tagliate dal piano a;, — o in un sistema po- 
lare 2 del piano; cosicché avremo sul piano stesso 
duo sistemi polari quello ora enunciato e quello 
S, relativo alia conica C' base del cono. I due 
sistemi polari determinano due sistemi piani pro- 
iettivi sovrapposti; in cui sono corrispondenti 
due punti che sieno i poli di una stessa retta. 1 
due sistemi proiettivi avranno almeno un punto 
unito A il quale avrà nei due sistemi polari la 
stessa rotta polare a. Inoltre intorno ad A avremo 
due involazioni di raggi coniugati in 2, 2,, di 
cui quella relativa a ^ è necessariamente nega- 
tiva. Dunque le due involuzioni avranno una cop- 
pia di raggi b, e coniugati in comune che saranno 
tagliati dalia retta a rispettivamente nei punti 
C, B; eà ABC sarà un triangolo polare comune 
nei due sistemi polari ^, 2,. Ora proiettando il 
triangolo A if C da -4, si otterrà un triedro trirei- 
tangolo polare rispetto al cono, che dieesi trie- 
dro principale; i suoi spigoli e le sue faccio sono 
gli assi i piani principali relativi al cono qua- 
drico stesso. 

Assumendo adunijue per assi coordinali gli assi 
principali di un cono quadrico la sua equazione 
si poiTà sotto la forma 

a x'^ + h y^ -\- e ■i^ ■=■: 
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essendo x, y, s le coordinate cartesiane rettan- 
golari di un punto corrente del cono. 

8. Siano jj„ (vedi paff, 39) le coordinate lo- 
cali della retta che unisce il vertice Fdiuocono 
quadrieo con un punto qualunque X dt esso; e 
sia Y un punto qualunque di una conica C' base 
del cono. Se dall'equazioni di C"' e da quelle della 

retta VX eliminiamo i rapporti —^, —, —, 

y^ y* V> 

supposto clie Y sia quiniJi anche un punto di 
VX; cioè il punto ove FXsega il piano di €"' , 
allora otlerremo una relazione omogenea e neces- 
sariamente di secondo grado nelle p„ coordinato 
locali di VX, e sarà l'equazione del cono qua- 
drieo considerato quando in essa si suppongano 
variabili le coordinate x, (r ~ 1 . 2 . 3 . 4) del 
punto X 

Viceversa poi è evidente che un'equazione omo- 
ijenea 

del secondo grado nelle coordinate loeali pr, di 
una reità p dello spazio rappresenta un cono 
quadrieo quando dei due punti che determinano 
la retta, quindi le sue coordinate pr, , uno siri- 
gum'di fisso, e l'altro variabile a soddisfare colle 
sue coordinate la data relazione. 

9. Correlativamente, essendo 



<p (5) = «„;," + »„ i' + «j, '„' + «„ i 


;,"+ i 


»„5,5,+ 2.„>J, + 2i:„5,e, + 2«,J 


,5,+ (1) 


+ 2.,,t,;, + 2«j,ì,E, = 


) 
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roquazioEu di un iuviluppo S'^' di seconda classe, 
si pon^a: 



f (2) 



ove «,.s ■= «t,- ; od « ^ il discrimiDanlo della 9 (0, 
elle per ora supponiamo diverso da zero. 

Come pel punto fondamentale E4 = t» così per 
qualunque punto dello spazio, i piani dell'Invi- 
luppo passanti per un punto, formano in gene- 
rale i piani taiif/enti di un cono quadnoo. 

Essendo ioollro p un numero arbitrario, si 
ponga 



fiC, 


" 


jj-'f.r. 


p«< 


-= 


¥»''■== 



'^4.^i + «42?a + «*.5. ■' 



B chiamando A,-, l'elemento reciprot;o di «,-, nel 
determinante a, avremo reciprocamente 
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P' ?, =. A„ X, -t- A, 

f, ;, --■ Aj, .-Ci -!- Aj^ar^ + A^ 

p';!i - Aji X, -i- AsiiCi4- A3 



(I)' 



+- A,. X, ^ ■-- ■l»',r. 



CO 



p'i, = Ai, a-, ■■hA,2.v^ + Aij'a;, -i- Aj4 ìTj = -^- "!>' 
essenilo A,-, = A.,. . luollre sarii 

porremo 

2 * C^) = ^'1 *'*! + a^! *'ij + '«a *'«= = ^i *'x. / 
cioè con *((») si denota ia forma che si ottiene 
ponendo nella tf (?) le A,.^ in luogo delle a^, e le av 
invece delle ?r('' = 1,2, 3,4). Finalmente si ponj^a: 

2 y (l) Q = 2 "f (C 1) = ?, f \, + ^iij'r,i + Cj ^^3 + "^4 ?'... ~ 

10. Ciò posto, l'equazione quadratica in 1: 

fei) + n?{--iO^-J-'^(0-« w 

serve a dare i piani dell'inviluppo iì*" pasRantì 
per la retta -«i !;, intersezione dot piani ^i, ^ di coor- 
dinale -y\r,'^r {»■= 1, 2, 3, 4). Dunque l'equazione 
tangenziale : 

9 (-1 - 
è quella del polo Y del piano ■^ rispetto a ^'-' ; 
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so 51 ù un piano dell'inviluppo, l'equazione stessa 
rappresenta il punto di contatto ài quel piano 
dell'inviluppo. Le forinole (I) ed {!}' servono a 
rappresentare il Sistema polare dì 2'^' , daudone 
per ciascun piano le coordinate dei polo, e per 
ciascun polo le coordinate del piano polare, L'e- 
quazione 

*{a:) = o 

rappresenta quindi il iuoj^o dei punti di contatto 
dei piani dell' inviluppo che è una guadriea. 

Se di nuovo nelle forme /(x), f {;), i coofficienti 
A™ dell'una sono i reciproci degli elementi del di- 
scriminante a formato eoi coefBeienti a« dell'al- 
tra, lo due forme /(ir), cp (;), ossia per le indica- 
zioni usate /(a:), F (l), si diranno reciproche e 
rappresentano, coli' annullarsi, una superficie di 
secondo ordine e l'inviluppo dei relativi piani 
tangenti. 

11. Supponiamo ora che il discriminante della 
li ((J si annulli; ossia sia a = o, allora le quattro 
equazioni 

f'ii. = " ?'?a = f 'j'b — 9';, = (a) 
coesistano per una stessa terna dì valori dei rap- 
porti -j- , Y~ , Y'' *^vremo quindi un piano 01 ap- 
partenente necessariamente all'inviluppo ^"' le 
cui coordinate i»r (»■= 1,2, 3, 4) soddisfano adun- 
que alle (a). 

L'equazione (A)' ci dice subito: 

Per ogni retta del piano b> passano due piani 
dell'inviluppo eoineidenii eoi piano stesso; ed 
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ogni piano dell'inviluppo sega il piano fisso w 
in una retta che appartiene all'inviluppo stesso; 
perchè tutti i piani passanti per la retta appar- 
tengono all'inviluppo. 

Il piaao w dicesi uu piano doppio dell'invi- 
luppo; che non è altro adunque chB ì\ sistema delle 
tangenti di una eonica, ciascuna tangente esr 
sendo considerata come asse di un fascio di 
piani, ossia 2"' è il sistema dei piani tangenti 
di una conica €"> del piano w. 

Ogni piano dello spazio ha rispetto a S'-> j] suo 
polo oho rimane sempre 11 medesimo quando il 
piano dato ruota intorno alla sua intersezione 
col piano (o; 6 quando il piano appartiene all'in- 
viluppo il suo polo g^ìaee no! piano stesso sulla 
retta intersezione con u. In altri termini il si- 
stema polare di S'"' non è altro che il sistema 
polare del piano w relativo alla conica C*. 

1 2. Assumendo il piano doppio per uno dei piani 
fondamentali, per esempio, per piano x^ = o, l'e- 
quazione dell'inviluppo, si riduce, sul piano a;, = o 
a quella tangenziale della conica stessa C' . 

Finalmente anello qui si può osservare che la 
equazione del sistema dei piani tangenti di una 
conica, possiamo diro l'equazione di una conica, 
che in un piano w dello spazio è detertninata 
come inviluppata dai suoi piani tangenti, non è 
altro che un' equazione omogenea di secondo 
grado nello coordinate tangenziali t,,, delle tau- 
genlip intersezioni del piano «t, della conica con 
un piano tangente di essa ; e reciprocamente 
un'equazione omogenea di secondo grado nelle 
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Tt,,, in cui si riguardi fìsso, nei binomii ir„ , le 
coordinate di un piano rappresenla nel piano fisso 
una conica inviluppata dai suoi piani tangenti. 



§ 11. Del sistema polare 
rispetto ad una quadrrca generale dello spazio. 

1. Tenendo le notazioni già nsate precedente- 
mente; siano 

f(a:) = o F(l) = o 
l'equazione di una quadriea S''' essenzialmente 
dello spazio, e quella dell'inriluppo dei relativi 
piani tangenti; supponiamo oioè che il discrimi- 
nante a dìf(x), quindi anello quello di F(Ì), 
non sia nullo. 11 piano polare del punto F ha 
per equazione: 



Se ii polo di un piano 
)] ò situato in un altro 
piano t, viceversa li polo 
di ! è situato in ii; ed 
allora i piani i\, ^ si di- 
cono arTnonici coniu- 
gati rispetto alla qua- 
drica. 



^,.(j'= 1,2,3,4) lo coordinate di Y; il 
polo invece dì un piano i\ di coordinate i],- ha per 
equazione 

Ciò posto: 

Se il piano polare di 
un punto Y passa per 
un altro punto Z, vice- 
versa il piano polare di 
Spassa per Y; ed allora 
Y, Z sì dicono poli con- 
iugati od armonici ri- 
spetto alla quadrica. 
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1 relazioni quindi: 



, m 



esprimoDO le condizioni affinchè i punti Y,Z di 
coordinate t/r, s,-; e i piani vi, K di coordinate v]r, C 
siano coniugati. Due punti della retta YZ, e due 
punti della retta ii i; saranno coniugati, se sia: 



(3) 



F(n + X !;, -1 + r ;;) = F{ri + v i;, vn- i ;;j = o j 

perdio 

sono per ciascun valore di <«. rispettivamente le 
coordinate di un punto di ¥Z e di un piano 
della retta ij }. 

Le relazioni (3) sono lineari e simmetriche nei 
parametri di 1, V dei due punti o dei due piani 

niugati dunque: 



Le coppie di poli ar- 
monici situati sopra una 

retta sono coppie di 
punti coniugati di ima 
stessa mvohmone i cui 
elementi doppi sono i 
punti in cui la retta 
sega la qìmdrica. 



Le coppie di piani 
coniugati passanti per 
una stessa retta sono 
coppie di piani coniu- 
gati di una stessa in- 
voluzione i cui elementi 
doppi sono i pianitan- 
gentialla quadriea con- 
dotti per la retta. 
2. Possiamo evidentemente concepire in un 
piano to infiniti triangoli jÌBC i cui vertici siano 
coppie di poli armonici; e un lai triangolo si 
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dirà coniugato o polare rispetto alla quadrica. 
Similmente possiamo concepire iofmiti triedri 
Xau che avendo il vertice io un punto P dello 
spazio hanno le laecie a due a due coniugate 
rispetto alia quadrica. Tali triedri saranno detti 
coniugati rispetto alla quadrica stessa, Se ora 
sia D il polo del piano 3 e n il piano polare di 
P = X[i.u i tetraedri àlìGD, XuuTt saranno detti 
tetraedri potavi coniugati rispetto alla quadrica. 
Essi godono delle seguenti proprietà: 

Ogni vertice A o l^u ha per piano polare 
la faccia opposta ABC. o ti; e duefacde e due 
vertici sono elementi coniugali rispetto alta qua- 
drica. 

Doi tetraedri polari rispetto ad una data qua- 
drica no possiamo quindi concepire infiniti. 

3. Se vogliamo che i piani fondamentali 

3^1 = O, X-i — 0, Xi — O, cn^ — o 

siano rispettivamente i piani polari dei punti fon- 
damcntah 

Ko vogliamo, in altri termini, che il tetraedro 
fondamentalo A^A^A^Ai sia un tetraedro coniu- 
gato rispetto la quadrica, risulta subito, [per le 
(1), (11) pag. 117J, che l'equazione delia quadrica 
S"' si riduce alla forma 

f{K) = «„ :'\' 4- «i3 re," -t- «3, ^.' -t- a„ X, = 0(1) 

e ponendo in generale: 

„,, ---(r = l,2,§,4) 
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sarà 

l'equazione dell' itiviluppo dei piaui tangenti alia 
quadrica; essendo 

L'equazioni dei sistema polare rispetto alla qua- 
drica stessa cioè: 

L'equazione di una quadriea dello spazio si 
può sempre ridurre alla forma semplice (1) m- 
sumendo per tetraedro fondamentale j1, A^ A^ A^ 
(vedi g 1) un tetraedro coniugato alla qua- 
driea. 

4. Possiamo adunque assumere per equazione 
di una quadriea qualunque dello spazio la (1). 
Osserviamo poi che so in una corrispondenza re- 
ciproca dolio spazio esiste un tetraedro A tale 
ohe ai vertici di esso considerati appartenenti ad 
una fl^ra S corrìspoudono nella figura reciproca 
2i le faccie opposte, allora la corrispondenza re- 
ciproca non è altro che un sistema polare rispetto 
ad una quadriea. Infatti assumendo il tetraedro 
nominato per tetraedro fondamentale j1, A-i A, A^ , 
la corrispondenza dovrà essere rappresentata da 
equazioni della forma (^): dunque, ecc. 

Osserviamo poi che in un Sistema polare, aim 
io una corrispondenza recìproca involutoria la 
quadriea direttrice può non esistere gooraetriea- 
raente, quando appunto i coefficienti a,-r (»'—!, 
2,3,4) dell'equazione (1) che la rappresenta fos- 
sero positivi tutti. Essendo ai solito : 
fi?/) = «u ;/i^ + «i^y/ + ■ ■ ■ /(s) = «11 5,' + «M S; -1- . . . 
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ed 

/(sy) ^/(à's) -: «„ yi -, + a,, 2/.s,i- . .. 
sarà 

l'equuzionu quadratica iu X lo cui radici dàano i 
punii comuui alla quadric-a ,S™od alla retta YZ. 
La rotta stessa YZ sarà tangeoto alla quadriga 
quando sia; 

ossia 

». «.> (y, ^ò' + «.. «M (^. =0' + «U «,, (2/, s.)^ + j ^^^ 
t a„ Uu (y, Sj)' ■• «aj «„ !2/i s,)' -> «3, a„ (f/j =4)' - e J 
ovo si e poslo iu generalo 

I bioomii ('/,.s.) uon sono altro uho lo coordi- 
nato locali della retta YZ l'equazione (4) rap- 
presenUi il eono quadrico F" formato dalle tan- 
jjenii eondoUe da Y alla quadrica, se m essa 
xiriguardano eostanti le y,, coordinate del punto 
Y; in veee l'equoMone stessa {4) rappresenta l'in- 
sieme delle tangenti alta quadrica, se Y, Z sono 
variabili ossia se si riguardano (y^ s.) lo coor- 
dinate locali di una retta, atte a soddisfare alt'e- 
quaisione stessa. 

II cono F" non ò altro che quello eho proietta 
(la Y la conica C" secondo cui il piano »i, polare 
di F, dato dall'eqoaziono 
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ossia daila 

"u Vi ^1 + f'a Vi ^1 + C^ss Vi ^i + "ji ^4 ^i = f . 
taglia la quadrica stessa, Kd infatti poi la (4), 
ossia la (3), ò soddisfatta dalie coordinate dei 
punti detla conica rappresentata dalla 

fix) = o f{y^) = o. ih) 

5. Essendo x^ le coordinate di un punto cor- 
rente del cono quadrico Y'-'" e Z quelle di un punto 
lisso nello spazio, allora l'equazione: 

«ai «S3 [y^ 3^) {il, «,) -I- a,, a„ {;/, 5,) iy, x,) + \ 
+ «.1 «s, [y, 2.) {y, a~i) + «11 0*4 (2/, 3.) {y, X,} + J (5) 
+ «!! «« (y» ^4} 0/s ìpO + Oji O44 (y. 34) (^3 a;4} = 0) 
l'appresenta il plano polare del raggio YZ = r 
rispetto al cono quadrico F'^ . Se X e un punto 
del piano polare stesso, 11 piano polare del raggio 
VX è dato dall'equazione stessa in cui si riguar- 
dano variabili le c^- I raggi 

YZ = r YX = r' 

sono tali adunque che l'uno passa per il piano 
polare dell'altro, e sono perciò raggi armonici 
coniugati rispetto al cono y" . Se poi fosse Z 
un punto del cono allora la (d) rappresenta il 
piano tangente al cono lungo la generatrice Y Z. 
Nei punti delia conica C' comune al cono ed 
alla quadrica 5"' , lo duo superflcie stesse Y'^' , S"' 
hanno gli stessi piani tangenti, ed in ciascun punto 
M di C"> il piano tangente ad F™ , ad S'"' è dato 
appunto dalle stesse duo rotto, che sono la gencra- 
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triee del cono F'' (tangente di S™) passante per M, 
e !a laageuto \o.M& C" . Gli è perciò che il cono 
F^* si dice il Cono circoscritto o tangente alta 
quadriea lungo la conica C" di essa. Ogoi punto 
Y dello spazio è vertice di un determinato cono 
cireoseritto; e quando il punto F è un punto 
della quadriea allora per la (3) il cono degenera 
in due piani coincidenti nel piano tangente in 
quel punto alla quadriea stessa 5"'. 
6. Correlativamente l'equazione: 

^'(")^'(q-"?F^;-« (3)' 

ossia la: 

ove si è posto in generale: 



i il Sistema di tutte le rette per 
ciascuna delle quali passano due piani tangenti 
coincidenti della quadriea S"' ; quando nell'e- 
quazione stessa si considerano i piani ij, Z va- 
riami ossia Vr, sono le coordinate tangenziali, 
di una retta dello spazio; oppure rappresenta 
l'inviluppo di seconda classe formato dalle rette 
stesse situate in un piano dato quando in essa 
equazione si considerano fisse le coordinate ij^ 
di uno -fi dei due piani vj, C- 

Le rette dello spazio tangenti alla quadriea <S'*' 
le rette dello spazio per ciascuna delle quali 
passano due piani tangenti coincidenti, formano 
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una stessa serie €)"* tre volte iofloita di rette, ctie 
dicesi Complesso del secondo grado. 

Infatti poi per ooa retta tangente ad S"> passano 
due piani tangenti consecutivi, quelli che toccano 
la quadrieanei punti infinitamente vicini comuni 
alla tangente od alla quadrica stessa; oppure an- 
che basta osservare che, per le relazioni, fra 
le coordinate locali o tangenziali di una stessa 
(vedi pag. 40), e le roìazioni fra i coefficienti 
flrr, *.r, l'oquazioni (4), (4)' rappresentano una 
stessa serie dirette le quali nella (1) sono detcr- 
minate colie loro coordinato locali, nella (2) collo 
tangenziali. 

La serie 6''' si dice un Complesso di rette, per- 
chè è dunque rinsiemo delle retto che soddisfano 
ad una relaziono fra le coordinate dellerette stesse; 
si dice poi del secondo grada perchè le rette del 
complesso che passano per un punto ¥ vi far- 
mano un cono Y^' di seeondo grado; il cono 
circoscritto alla quadrica S"* , avente il vertice 
nel punto preso Y; quelle rette del compteaso 
che si trovano éi un piano vj vi formano un in- 
viluppo v]'"' di seconda classe quello cioè delle 
tangenti alla conica seeondo cui il piano jn sega 
la quadrica. Nel caso particolare che Y sia un 
punto della quadrica S"' , il cono del complesso 
degenera in due piani coincidenti col pia/no tan- 
gente in Yalta quadrica; e se ti è un piano tan- 
gente alla quadrica l'inviluppo del Complesso 
giacente in quel piano degenera in due punti co- 
incidenti nel punto di contatto di quel piano >] 
colla quadrica. 

7. Se C è un piano fisso di coordinate ^^(r - 
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1, 2, 3, 4) ed % hii piano variabile di coordinata \r , 
l'equazione ; 

+ «„ a., (vi. U) (-1. y + «„ ^u (-Il C) (VI, S,) + (5)' 

+ «!S «JJ (■')! C4) (l! W + «33 «11 (>)S ?0 (il ^4) - 0] 

rappreaealerà il polo Y della reUa ij C = »* rispetto 
alla conica G" rappresentata dall'equazioni; 

ossia riapetLo alla conica secondo cui il piano i] 
sega la quadrica S"' , L'equazione stessa è anche 
quella cho rappresenta il polo delia retta i E — *"' 
secondo cui un piano 5 passante per Y sega il 
piano Oi quando in essa si riguardano costanti le 
;,. e variabili le C. iio rette r, r' sono rette con- 
iugate rispetto a C-'' perchè l'una contiene il polo 
dell'altra: quindi la (5)' esprime adunque la rela- 
zione cho deve aver luogo fra le coordinate tan- 
genziali {Ji^i^), (v),;») di due rette coniugate ri- 
spetto alla conica C"' del piano 55, 

8. Se il punto X percorro una retta r il piano k 
polare di X ruota intorno ad un'altra retta )■' 
che è la polare reciproca delia prima rispetto 
alla quadriea S'" . Se K, 2 sono due punti di r, 
al solito di coordinate 

y., =.(»- = 1,2, 3, 4), 
allora i piani polari dei punti Y, 'A avranno per 
equazioni: 

«11 Vi ^i + «12 y% ^-i + «3s y% "^i + o-n Vi^i^o 
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e chiamando con Xr, le coordinale locali delle 
retta r, essendo cioè: 



=(j.i) 



ed inoltre dioeudo 



;,,(rs = 23,31,lii,14,24,34) 



le coordinato tangenziali della polare )■' di r, 
avrà: 



. ?M ^ 



- «J» «J4 '^■34 ) 



(I) 



relazioni che servono adunque a determinare le 
coordinate della retta r' polare di una data r. 

9. Ciò posto, se ÌL piano polare di un punto Fdi 
r passa per una retta q, allora la polare r' di r 
taglia la q; viceversa so la polare r' di r taglia 
la g allora esiste su r un punto il cui piano polare 
passa per q; perchè il polo del piano r' q giace 
appunto su r. Inoltro le rette r, q hanno fra toro 
le stesse proprietà, cioè viceversa esiste un punto 
su q il cui piano polare passa per r. Ed infatti 
la retta polare q' di q sega la r; ed il piano rq' 
tia il suo polo sopra q. Le due rette r, q si di- 
cono coniugate cioè sono coniugate due rotte j% q 
di cui la polare dell'una sega l'altra, tìe indichiamo 
quindi con t, u,- le coordinate di due punti T, V 
della retta (7 saranno p,, = (^,.y.) lo coordinato 
locali della rotta stessa e per le formolo date, a 
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pag. 40, esprimente la condizione perchè due 
rette siano ia uu piano, sì avrà: 

ffis «3! U's 3»} (fc iJj) + fijsa„(yj3j{/,U|)+ j 

-!■ «11 a^t [ih iSz) (^1 Ui) + «11 au (yiSi) [h "i) + |[Ii) 

+ «js «44 [ili S4) ((a Uj) I- «a> «44 (2/3 S4) (''a ^\) = 0, ] 

per relaziouo elio !ega le ooordiuate locali di due 
rette coniugate rispetto alla quadrica. La stessa 
relazione si otterrebbe, in coordinate tangenziali, 
considerando le rette »■, q, determinate ciaseuna 
da due piatii; cambiando nelle (II) lo «,^ nelle 
»,.(»■ -=1,2, 3, 4.). 

Pertanto avuto riguardo allo (4) [4)' risulta, 
ciò che del resto si poteva dedurrò anche col 
puro ragionamento : 

Due l'aggi coniugati Due rette coniugate 
rispetto al cono F^' di rispetto alla conica (P' 
veì'tiee V circoscritto sezione di mt piano ti 
alla quadrica sono due colla quadrica sono an- 
rette coniugate rispetto che rette coniugate ri- 
alla quadrica S"-* . spetto alla quadrica. 

10. Diciamo ora coniugati fra loro rispetto 
(òlla quadrica una retta r ed un piano (u se il 
polo di (1) giace sulla retta r, ciò che è !o 
etesso, se la polare )''-di r giace su c>; e eori'e- 
lativaniente diciamo coniugati fra loro rispetto 
alla quadrica S''' un punto X ed una retta r se 
il piano polare di X passa por r; 0, ciò che è lo 
stesso, se la retta polare ?■' di r passa per X. Da 
queste definizioni risulta intanto ohe: uu raggio 
ed il suo piano polare rispetto al cono V' di 
vertice ì^ circoscritto alla quadrica sono elementi 
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coniuffati rispetto alla quadriea S'^' e correlaM- 
vamente un punto è la sua retta polare rispetto 
alla coDien C' secondo cui un piano -«i sega k 
quadriea sono puro elementi coniug-afi di essa: 
dunque 



/ piani e le rette fra 
loro coìiiugati rispetto 
alla quadriea uscenti 
da uno slesso punto Y 
dello spazio formano il 
sistema polare del cono 
F'" circoscritto allaqun- 
driea avente per ver- 
tice ¥. 

Un triedro polare del 
cono y^ è un triedro 
polare coniugato ri- 
spetto alla quadriea. 

Ed inoltre: 

Data uno quadriea generale ^' dello spazio; 
ogni punto ¥ dello spazio è vertice di un trie- 
dro trirettangolo polare o coniugalo rispetto 
alla quadriea. 

Colle definizioni dalo si può poi osservare ohe: 
In un Tetraedro polare rispetto alla quadriea 
due Spigoli opposti sono due rette polari reci- 
proche: due spigoli qualisivogliano sono rette 
coniugate. 



I punti e le rette di 
un piano vj che sona 
elementi fra loro con- 
iugati rispetto ad una 
quadriea formano il Si- 
stema polare della co- 
nica (P' secondo cui il 
piano fi sega la qua- 
driea stessa S'-' . Ogni 
triangolo polare della 
conica C*-' è un irian- 
golopolare o coniugato 
rispetto alla quadriea. 
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% 1 2. Classificazione delle Quadriche 
dello spazio. 

1. Abbiamo visto che una quadrica qualunque 
S"' è sempre generata lìa due stelle reciproche 
S, S' che hanno i centri S, S' in due punti della 
quadrica stessa. 

Intanto il piano S che nella stella S è il cor- 
rispondente del raggio SS* di S' è il piano tan- 
gente in S alia quadriea; e similmente il piano S' 
(Iella stella S' che corrisponde al raggio SS' della 
stella S è il piano tangente in S' alla quadrica 
stessa S'"' . Infatti ai raggi del piano S passanti 
per S corrispondono nella stella S' piani passanti 
per SS' dunque in S coincidono le due interse- 
zioni di ognuno di quei raggi coila quadrica. 
Dunque senz'altro S, S' sono i piani tangenti alla 
quadrica S"' nei punti S,S' rispettivamente; per- 
chè quei piani contengono le tangenti ad essa 
noi punti S,S'. Inoltre al fascio S di raggi del 
piano 3 coiTÌsponderà nella stella S' un fascio di 
piani proiettivo al fascio di raggi, quindi il fa- 
scio di piani sarà tagliato dal piano S in un fa- 
scio S di raggi proiettivo o sovrapposto a quello 
delle tangenti in .S alla quadriea. Ora i due fasci 
proiettivi potranno avere 

a) Due raggi uniti distinti. 

h) Due raggi uniti coincidenti. 

e) Non potranno avere alcun raggio unito; 
come si suol dire per definizione potranno 
avere due raggi uniti immagmarii. 
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Nel «aso a) diremo che il punto 5 è un punto 
iperbolico; nel caso b) uu ^aaio parabolico ; nel 
caso e) un punto elittico della quadrica. 

Ne! caso a) il piano tangente in S sega dun- 
que la quadrica in due rette distinte, nel caso b) 
le sega in due rette coincidenti. 

2. IJieo ora che se un punto S di una quadrica 
è elittico iperbolico o parabolico lo stesso ac- 
cade di tutti gli altri punti della quadrica. In- 
fatti osserviamo anzitutto che se e è un raggio 
unito dei due fasci proiettivi sovrapposti ora no- 
minati, il raggio e sarà una retta della quadrica; 
poiché il piano della stella S' corrispondente al 
raggio e della stella S passa per e. Ora ad ogni 
raggio e delia stella S appartenente alla quadrica 
corrisponde un raggio e' della stella S' pure ap. 
partenente alla quadrica. Infatti il piano del rag- 
gio e e della retta SS' taglia il piano S' in una 
retta e' della stella S'. Ora al raggio e' di S' do- 
vrà corrispondere un piano che devo passare per 
S S' B per e; dunque il piano in discorso sarà 
quello del raggio e' deila retta SS': cioè e' sarà 
una retta della qundriea passante per S'. Rias- 
sumendo adunque resta dimostrato quanto si vo- 
leva. 

Possiamo anche osservare che le quadriche a 
punti parabolici sono essenzialmente i coni qua- 
drici; perchè delle quadriche che contengano 
rette reali non ve ne possono essere che di duo 
specie: di quello luogo delie rette che tagliano 
tre rette son poste a due a due nello stesso 
piano; oppure i coni quadrici, i punti dei quali 
sono evidentemente per la data definizione punii 
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paraboliei. Infatti se ^ ò una retta appartenente 
ad una quadrica S'"' un piano condotto arbitra- 
riamente per g segherà ìa quadrica necessaria- 
mente in un'altra retta d. KoLando il piano io- 
torno a j} verremo a generare la quadrica come 
luogo di rette d,, d^, dt ... che si appoggiano 
alla jf. Ora se duo qualunque dolio rette rf, , da . . . 
non SODO in un piano, allora la quadrica è il 
luogo dello retto g che tagliano tre qualunque 
delle rette d; perchè ciascuna retta che tagli tre 
retto d taglierà tutte le altre dovendo apparte- 
nere alla quadrica. 

Se poi due delle rette, per esempio, d,,di d,, 
rfj,,rfj... si tagliassero, dovrebbero necessaria- 
mento tagliarsi in un punto V dì g, le tre retto 
{/,di,di costituendo cosi un triedro F inscritto 
alla quadrica; la quale è un cono di vertice F; 
perchè per due punti A,B della quadrica non 
situali su 0,d,,di conducendo duo piani a ta- 
gliarla in due conicìie; queste sono pi'oioLtate da 
V secondo io stesso cono quadrico che ò la qua- 
drica stessa considerata. 

Dunque le quadriche detto Spazio, che noi ora 
vogliamo classificare, sono o a punti iperbolici 
oppure a punti elittici. 

3. GÌ6 posto imniagioianio un sistema di coor- 
dinate cartesiane qualisivogliano e supponiamo 
che sia ancora 

f{^) = 
l'equazione di una quadrica qualunque, ponendo 
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ed esseudo x, v, s le coordinate di un punto cor- 
rente X della quadriea. Biremo che le Xr {r = 1, 
%, 3, 4) sono le coordinate omogenee cartesiane 
del punlo X e possiamo trattarle come le coor- 
dinate omogenee proiettive generali. Cosi se j/r,&- 
sono le coordinate omogenee eartesiane di due 
punti Y, Z di una retta r^YZ saranno pr + ^«.^ 
(7'=i,2, S, 4) le coordinate omogenee cartesiane 
di un punto della retta, per ogni valore attribuito 
a X, sicché, tenendo le usate notazioni, sarà 

l'equazione del piano polare del punto F rispetto 
alla quadriea, giacché sarà ancora 

l'equazione quadratica in X che dà le intersezioni 
di una retta r = YZ colla quadriea S'^' . 

Dall' equazione in coordinate omogenee carte- 
siane si passa all'equazione in coordinate non 
) ponendovi 



Osserviamo inoltre che l'equazione 

rappresenta, nel nostro caso, il piano nìl'in^mto. 
4. L'equazioni: 

ir -= r 3 -t p V -^ s « + S (1) 

rappresontiino una retta arbitraria r dello Spazio., 
determinata come intersenione dei piani che la 
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proietìano sui piani os z, y z. Quindi una retta 
dello spazio è determinata, come abbiamo già 
avvertito, da quattro numeri r, s, p, 5. Sostituendo 
all'equazione della quadrica in coordinate carte- 
siane x, y, s di un suo punto in luogo di a-, y 
i valori (1) avremo uu' equazione quadratica in %, 
cioè della forma: 

ove A, B, C sono polinomii del secondo grado 
nelle r, s, p, S, Quindi l'equazioni: 

A = o, B -■=(», C = o {a) 

possono essere soddisfatte da infiniti sistemi di 
valori reali o complessi dello r, a, p, 5. Definendo 
retta immaginaria un sistema di quattro para- 
metri r, «, p, S dei quali tutti o in parte siano nu- 
meri complessi, ed avuto riguardo a quanto ab- 
biamo detto precedentemente ed all' equazioni 
quadratiche (o) nei parametri r, a, p, 3 di una retta, 
risulta : 

Ogni quadrica contiene un'inÈnità di rette 
REALI ed immaginarie. Una quadrica esclusiva- 
mente appartenente allo Spazio, ima quadrica 
cioè che non sia un cono, contiene sempre due 
serie di rette reali od immaginarie. 

Ed invero poi l'equazione di una quadrica 
esclusivamente appartenente allo spazio, può in 
coordinate omogenee essere sempre posta sotto 
la forma (vedi pag. 132) 

/(ìB) — ff,i X,^+ «jj IC' + «ji JCa" + f'jlffj' = 0. [6) 

Indicando quindi con r,3,f,ìi una permutazione 
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qualunque degli indici 1,2,3,4, si avrà 

f{sc} = {xr\'<ln- -i'Xsi^a», ) {xr'J Cln- — !>^.Ì\/'à7,) + 

■¥{xt\jan + cc,ti\'aua) i^ty/att —i)"ui>J<iuLt)'=a, 
OQde la quadrica è sempre il prodotto dei due 
fasci proiettivi di piani rappresentati dall'equa- 
zioni: 

Xr/a7r+ X»Ì^ a„ + 'k(xt\fau + a:a«VrtMu) = 
Xt^ au--XuÌ\/ (luu — À {Xr "J^a^r — Xs i ^fols ) == 

al variare di X oppure dei due rappresentati 
dalle: 

Tr\' Urr + ^ai'^ lUs + >>(•*■( i/ f!;; — ir^jV «„« ) = O 
Xt\^ ait -t X„ ì\l lluu — ''■ (a-r^ i: ri— -'<:»'' \/ (Isa )^ O 

ove sia 

Si può voriflcare che i duo sistemi di genera- 
trici reali o immaginarie che cosi si ottengano 
hanno le proprietà già date per il caso che i fa- 
sci proiettivi di piani siano reali; cioè dm ge- 
neratrici di uno stesso sistema non si tagliano : 
due generatrici di sistemi diffei'enti si tagliano 
in un punto reale della quadrica. 

Quando di quattro coefficienti flr,di/(a') sono 
quantità positive, la quadrica è essenzialmente 
immaginaria e viene geometricamente definita 
dal suo sistema polare ; se dei quattro coefficienti 
«„. uno È di segno opposto agli altri tre; la qua- 
drica 6 a rette immaginarie; se finalmente due 
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coefficienti a„ hanno segno opposto ai due rima- 
nenti, allora la quadrica è a rette reali. 

5. Ciò posto riprendiamo l'equazione (1) della 
quadrica in coordinate eartesiane omogenee; e 
tenendo le già usate notazioni sarà; 

l'equazione del piano polare del punto Y di coor- 
dinate cartesiane omogenee Xy^ (r = 1 , 2, 3, 4), Vo- 
lendo, come abbiamo detto, studiare le quaóricho 
appartenenti allo spazio supporremo che il di- 
scriminanlo 



sia differente da zero. Essendo t, u, u le coordi- 
nate Plueheriane di un piano e ponendo /™-^'-, 

w = -^ , u = -;A- allora !e Sr saranno detto le coor- 

*;4 u 

dinate omogenee Plueheriane del piano ?; e si 
possono trattare come le coordinate omogeneo ge- 
nerali. Essendo al solito A,, l'elemento reciproco 
a,,, nel discriminante a, e quindi ^„ = A„, le 
formolo 



= 1,2,3,4 W 



f J, -I- flriiPi + «,.;a;j + «,3 Mi + a,-i -e. ) 

servono rispettivamente a determinare le coor- 
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diQate del piano polare di un punto dato, e le 
coordinate del polo di un piano dato. Inoltre la 
equazione della quadrica la potremo indicare con 

f{x) = '£. «,, ip,. x> e; = 1, 2, 3, 4) {d,) 



e quella dell'inviluppo dei suoi piani tangenti 
sarà 

p[l) = I A.., ';,.^, (; = 1, 2, 3, 4) (e) 

ed 

ove il simbolo 2 indica l'operaaione della somma. 
6. Lo quadriche dello spazio si possono cks- 
silicare rapporto alla loro sezione col piano al- 
l'infinito, che naturalmente ne determina in certo 
modo la forma. Intanto il piano all'infinito può 
essere tangente o no alla quadrica. Se nou è tan- 
gente alla quadrica allora avrà 11 suo polo che 
sarà un punto il fluito necessanamente non si- 
tuato sulla quadrica, e le cui coordinate carte- 
siane aro, ^/•>, So sono date dalle formolo 



e sono le soluzioni comuni dell'equazioni di primo 

grado : 

/'^ = «„ a: -I- fl,j y + «,3 3 + ttu = « \ 
f'.j == fl,, X + «ja !/ -j- Osa S + «u = C \(f') 
l\ = fl,. « -1- tó,^ 3/ -I- «s. s + 0^, =-- ) 
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le quali tlànoo certamente valori datei'miuati o 
finiti per le x, y, z, poiché rfeve essere necessa- 
riamente il determinante 



differente da zero. Perchè se fosse ^j, = o allora 
per la {e) il piano all'infinito sarebbe tangente 
alla superficie, perchè la (e) sarebbe soddisfatta 
delle coordinate l^—lj^ = ^^=:o di quel piano. 

Nel caso adunque di j1,, diverso da aero esiste 
un punto 0, al finito che è il polo del piano 
all'infinito, che diremo centro della superficie. 
Ogni corda A B delia superficie passante pel cen- 
tro è divisa per metà dal centro stesso. Infatti 
il centro devo essere il coniugato armonico del 
punto all'infinito della retta AB rispetto agli 
estremi A B della corda. Questa proprietà si può 
anche vedere trasportando gli assi parallelamente 
a sé stessi e nella propria direziono ad avere la 
origine 0, nel centro 0^ della quadrica. Avuto ri- 
guardo alla (f) essendo 

a: = X- + x' y = J/o + 2/' E = So + 3' 

le formole di trasformazione, l'equazione della 
quadrica si pone sotto la forma; 

+ 2 ttjj y s + 2 «3, s ic + 2 «,i ìB ?/ + A = ) ^ 
ove si sono ommessi gli accenti alle nuove coor- 
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(iinate x, y, % di un punto corrente della qua- 
drica. L'equazione, ove i è una costaota, ò ap- 
punto soddisfatta dal puuto di coordinate —x, 
— y, —3 quando Io sia dal punto di coordinate 
if, y, z. 

8. Ogni retta ed ogni piano condotti pel cen- 
tro dicesi un diamek-o ed un piano diametrale 
della quadriea. Ogni diametro ha la sua polare al- 
l'infinito; ed ogni piano diametrale il suo polo 
all'infinito. Ogni diametro ha il suo piano diame- 
trale coniugato contenente la polare del diame- 
tro. Quindi i piani paralleli ad un piano diame- 
trale hanno i loro poli sul diametro coniugato al 
piano diametrale stesso e souo coniugati essi 
pure a quel diametro. Un piano diametrale sega 
la quadriea in una conica che ha per centro il 
centro stesso 0^ della quadriea. Ogni piano w 
parallelo a quel piano diametrale sega la qua- 
driea secondo una conica che ha il centro nel 
punto ove il piano w sega i) diametro lì coniu- 
gato al piano diametrale S considerato; perchè 
il piano polare del punto la d ò parallelo al piano 
diametrale S; epperò rispetto alla conica sezione 
wrf ha per polare la retta all'infinito del piano. 
Di più le coniche C' , C'"' , C'"" .... sezioni deiia 
quadriea col piano diametrale S e coi piani 5', 5" . . . 
ad esso paralleli sono coniche simili cioè hanno 
gli stessi punti all'influito. Ed invero sulla rotta 
all'infinito del piano diametrale S, che è anche 
la retta all'infinito di V, V ..., resta determinata 
un' involuzione di coppie di poli armonici rispetto 
alia quadriea; questa inroìnzione viene proiet- 
tata rispettivamente dai centri 0^, 0,, 0,, delle 
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coniche O" , C"-^' , C'"-''' nella involuzione di dia- 
metri coniugati rispetto alle coniche stesse; le 
quali saranno quindi o tutte Ellissi o tutte Iper- 
bole secondo l'involuzione delle coppie di poli 
armonici rispetto alia quadrica è positiva o ne- 
gativa. Non possono essere mai parabole perchè 
se il piano diametrale 5 è tangente alla quadrica 
allora segherà la quadrica nel sistema di due 
rette reali o immaginarie, ed i piani S', V ... 
paralleli a S segheranno la quadrica in altrettanti 
Ellissi od Iperbole. 

9. Supponiamo ora che siajl,, = o; allora i piani 
rappresentati dall'equazioni (/) sono paralleli s " 
una stessa retta r te cui equazioni, imm 
la condotta per l'origine, sono : 



Ojj «j, — a,, «i3 



Essendo infatti a.r, l'elemento reciproco di a,., 
ne! determinante A^^ , l'equazioni precedenti di- 
verranno : 



per ipotesi A„ = o, s 
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cioè i tre piani rappresentati dalle (f) si segano 
a due a due in rette fra loro parallele e paral- 
lele alla (1). D'altra parte queste rette si dirigono 
al polo del piano airiniìiiito; che essendo tangente 
alla quadrica ha per polo il relativo punto di 
contatto. Tutte io retto parallele alla (1) che si 
dirigono al punto dì contatto della superficie col 
piano all'infinito si diranno anche in questo caso 
diametri. Ogni diametro d segando la superficie 
in un punto all'infinito la segherà in un altro V 
al Anito, Il piano S tangente in V alla quadrica 
e tutti i piani S', S" paralleli a S sono coniugali 
al diametro d della superficie passante per V. 11 
piano tangente in F segherà la quadrica nel si- 
stema di due rette reali o immaginarie secondo 
che eijsa sarà a punti iperbolici od ellittici. 

Quindi come precedentemente, essendo la po- 
lare di un diametro la retta all'infinito di ogni 
piano coniugato al diametro stesso, ne segue che 
le sezioni colla quadrica fatto dai piani 3', 5" ... 
paralleli al piano tangente in V saranno o tutte 
iperboli tutte ellissi aventi il loro centro sul 
diametro stesso d coniugato ai piani paralleli 
stessi V, %"...; e le se%ioni poi fatte con piani 
paralleli ai diametri saranno sempre parabole. 
Pertanto le quadriche dello spazio si possono 
classificare in 

aj Quadriche dotale di centro, ossia quadri- 
che tagliate dal piano all'infinito; 

b) Quadriche non dotale di centro, ossia 
quadriche toccate dal piano all'infinito. 

Veniamo ora a dichiarare pift precisamente la 
forma delle quadriche appartenenti a ciascuna 
delle due classi. 
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§ 13. Quadriche dotale e non dotate di centro. — 
Elissoide. — Sfera. — Iperbolide ad una falda. — 
Iperbolide a due falde. — Paraboloide ellittico e 
gobbo. 

1 . L'equazione di una quadrica qualunque ri- 
ferita a tre assi coordinati che hanno l'origine nel 
centro della quadriea è: (vedi pag. 150) 

Si vede subito per le formole a pag. 148, che 
il piano diametrale coniugato al diametro d rap- 
presentato dall'equazioni; 



ò quello £ dato dall'equazione: 
X 'a,, a + u,^h + a,^ e) + y [«j, a -\- u^^ ì> + a^^c] + 
+ (ff,, o + «3, & + «ss '''] — "> 

essendo al solito «„ = «„. 

I diametri e Ì piani diametrali coniugati for- 
mano un sistema polare nella stella avente 
il vertice nell'origine; di cui il cono direttore 
cioè il cono luogo dei raggi contenuti nei loro 
piani polari è dato quindi dall'equazione 

''" (I) 

+ 2 a,j3 j/ 3 + 2 Hj, 3 a? + 2 B,j ic y = 0. ) 

Ed è appunto il cono che proietta la conica 
secondo cui ii piano all' infinito sega la quadrica. 
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2. Segue da ciò che se il sistema polare della 
stella è quello dei piani e delle rette fra ioro 
perpendicolari allora l'equazione della quadrica 
si ridurrà alla forma 

+ 2 7/ s eos ^ + 2 s ic cos |i + 2 i» y eos u = ir^ 

indicando, al solito, con X, [j;, u gli angoli (y s), 
{sx), (icy) dogli assi. 

Se ÀT è positivo l'equazione (Ij rappresenta 
adunque in tal easo una sfera di raggio \J K 
avente il centro nell' origine. 

3. Se gli assi sono ortogonali e siano a. b, e 
le coordinate del centro della sfera ed r, il rag- 
gio di essa; sarà: 

(^■^-.ay + {y~hf + iz-óf=r\ (1) 

L'equazione della sfera stessa, essendone x, y, s 
le coordinate di un suo punto corrente. Svilup- 
pando, l'equazione diventa: 

"'* + »/' + s' -2«iB-2&y-2cc-(- 
+ («^ + i» 4- e' - J-') = 
Viceversa se l'equazione di una quadrica, ri- 
ferita ad assi ortogonali, 6 della forma; 

.%■' + y' + 3' + .A ^ + B y + c 5 + :j = (S) 

la quadrica, se esiste, è una sfera. 
Infatti l'equazioni: 

servono a dare le coordinate a, b, e del centro; 
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i raggio r sarà dato da 
A' + !>' + €' , , 



quicdi secondo che la differenza 
A ' + B' + C _ jj 
4 
è positiva negativa l'equazione (3) rappresen- 
terà una sfera oppure definirà semplicemente un 
sistema polare della stella che ha lì centro nel 
punto di coordinate a, b, e 

4. Sìa Y un punto qualunque dello spazio di 
coordinate l, m, n. Allora l'espressione 

P = {/ - ft) + fm - b)'+ (n-e)- r" 

noQ è altra che ii prodotto dei segmenti inter- 
cetti dal punto V e dalla sfera sopra una retta 
arbitrariamente condotta per V. 

Infatti se siano «, p, y le inclinazioni cogli assi 
dì una retta r qualunque condotta per il punto 
V, saranno 

X= l + pCOSK 

p — m + p eos & 
5 = )ì + p cos y 
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le coordiuate di un punto qualunque M della 
retta r, ove p rappreseata la distanza M V. Se^ue 
da ciò che l'equazione quadratica in p; 

f' + 2p[(^— fl)cosa + 'm — &)cosp + {tt — e)cosYl-j- 
+ {/ -- af + (m - bf + (h - e)' - ^' = 0, 
dà i Kegmeoli p, p' domandati; e quindi si ha: 
P = p p' = (/ - «]^ + (m - &)^ -t- [n - cf - r\ 

Abbiamo cosi un noto teorema di geometria 
elementare sulla sfera che cioè: 

Il prodotto dei segmenti p, p' considerati è co- 
stante qualunque sia la retta condotta per V. 
Il valore P di tal prodotto si dice la potenm del 
punto P rispetto alla sfera. 

L'espressione quindi: 

y = o« 4- i' + 1' — )■' (3) 

non è altro che la potenza dell'origine. L'equa- 
zione della sfora si può porre sotto la forma: 

d'onde risulta che una sfera è determinata quando 
siano dato ie coordinate del centro e la potenza 
p rispetto all'orij'ine. Risulta poi anche che 

Una superficie sferica è determinata da quat- 
tro dei suoi punti. 

La (geometria elementare insegna appunto il 
modo di costruire il centro della sfera coi dati 
supporti. 

Finalmente osserviamo che l'equazione 
^' + j' + e' = 
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è quella del uoiio direttore del sistema polare 
formato (fa refcle e dai piani passanti per l'ori- 
gine e paralleli ai diametri e piani diametrali 
coniugati della sfera. In altri termini il cono in 
discorso viene tagliato dal piano all'infinito nella 
conica secondo cui il piano airinfìniì.o taglia la 
sfera stossa. 

Questa conica immaginaria è sempre la stessa 
per tutte le sfere dello spazio ed è il luogo dei 
punti ciclici di tutti i cerchi dì ciascuna sfera; 
la chiameremo perciò Cerchio immaginario al- 
l'viiflnito. Viceversa poi è chiaro, per ciò che si 
è detto al n." 3, che se una quadrica passa pel 
cerchio immaginario all' infinito e essenzialmente 
una sfera (reale o immaginaria), 

5. Perle altre superficie di secondo ordine do- 
tate di centro, -osserviamo che se i tre assi coor- 
dinati sono gli spigoli di uu triedro polare, es- 
sendo sempre l'origine degli assi il centro della 
superficie, l'equazione della superficie dovrà ne- 
cessariamente avere la forma 

Ax^ tBy°- ■hC'i"- + D^o (li) 

porcile i tre piani coordinati insieme al piano al- 
l' iiifiiiiLo debbono formare un tetraedro polare. 
Dunque se i coefQcienti A, B, C, D sono posi- 
tivi tutti la (II) non rappresenta una superficie, 
reale definisce però un sistema polare dì spazio. 
Se siano A, B, G dello stesso segno e i) di segno 
contrario ad j1, B, C abbiamo allora una quadrica 
reale per la quali) il cono assinloUco, cioè il cono 
ohe proietta dal centro la sezione della superfi- 
cie al piano all'infinito, è immaginario; in quanto 
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che è rappresentato dall'equazione: 

La quadrici è tagliata cioè .dal piano all'infl- 
nito in una coaiea immagioaria, cioè geometri- 
camente parlando, non è tagliata dal piano al- 
l'infinito e diueai Klissoidb. Posto 

D , D ,„ D 



l'equazione della superBeie diverrà: 

6. So due dei quattro coefficienti. A, lì, C, D 
hanno lo stesso segno u gli altri due segni op- 
posti ai primi, sicché l'equazione si possa porre 
sotto la forma 

allora la superficie sarà a rolto reali o sarà della 

IPERBOLIDE An UNA FALDA. 

Il eono assinlolieo ù reale ed ha l'equazione: 

Finalmente se tre dei quattro coefficienti A, 
B, C, D, ohe non sieno i primi tre, hanno lo stesso 
segno e il rimanente segno opposto ai primi. 
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sicché l'equazione possa mettersi sotto la forma: 

allora la suporfioie è a rette immaginarie, sì 
estende all'infinito, cioè è tagliata dal piano al- 
l' infinito io una conica che è quindi la sezione 
del piano all'infinito col cono assintoiieo reale 
dato dall'equazione: 



r + 



y 



7. Vogliamo ora trovare la forma pili semplice 
dell'equazione delle quadriehe non dotate di cen- 
tro. Basta osservare intanto che l'equazione: 

&„ x'' + «jj y- -\- a„ z- + 2a^^ps + 2a^,za; + 
+ 2 fl,i ic y -1- 2 c!,^ a; -f 2 (f,, j + 2 fl„, is = 0, 
rappresenta una quadrica qualunque quando l'o- 
rigine degli assi sia un punto della quadrica. 

Ora, come si è fatto altro volte, rendendo 
omogenea l' equazione della quadrica, sì vede 
subito che 

a,,X + (7,5 .1/ H- «7^1,5 4 (753I/G + «,i ZX-i-a,,X!f = 

è quella del cono quadrieo che proietta dalTorì- 
gine degli assi la conica secondo cui il piano al- 
l'infinito taglia ìa quadrica, 
Quindi essendo ar^ — a,, sarà: 
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la condizione perciiè la quadriea sia toccata dal 
piano all'infinito; perchè la relazione scritta è 
la condiziono allìnehè il cono che proietta la 
conica all'infinito della quadriea degeneri nel si- 
stema di due piani reali o immaginarii coniugati. 
Se quindi assumiamo per asse delle x l'interse- 
zione dei piani nominati; essi saranno rappre- 
sentati complessivamente da un' equazione deila 
forma 

Aìf -\-Byz-^Cz^ = o, 
quindi l'equazione delle quadriche non dotate di 
eentro si potrà ridurre alla forma: 

E secondo che sìa 

B'-AC^o, 

la quadriea sarà a rette reali o a rette immagi- 
narie. Nel primo caso sarà detta Pahaboloide 

IPERBOLICO GOBBO. 

Nel secondo caso sarà dotto Paraboloide ellit- 
tico. 

8. Assumendo inoltre per piano yz \\ piano 
tangente nell'origine, l'equazione delle quadriche 
in discorso si potrà ritenere della torma ancora 
più semplice: 

Ay- + aSys -f-f:3-+B.'r=o. 
Essendo 

y — \z = 

l'equazione di un piano qualunque condotto per 
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l'asse X, che è uq diametro della quadrìca, sarà 

A XV +ÌÌ l-\-\') + C = o, 

Tequazione dell'involuaioue formata clatle coppie 
di piaai coniugati passanti per l'asse x. Se ora 
assumiamo per piani zx, xy una eoppia di piaui 
coniugali, sicché il triedro degli assi sia un trie- 
dro coniugato rispetto alla quadrìca l'equazione 
si ridurrà ancora alla forma jiiù semplice: 




Ed allora se L,M hanno lo stesso segno la su- 
perfìcie rappresentata sarà il Paraboloide ellittico ; 
se hanno invece segno contrario la superfìcie 
rappresentata sarà il paraboloide gohbo. 
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9, Del resto le forme semplici ora date dell'e- 
quazioni delle quadricho si possono dedurre di- 
rettamente colla generazione delle varie quadri- 
che per iiiezKo di una conica variabile (genera- 
trice) di due coniche fisse (direttrici). 

Vediamo appunto come ciò si possa effettuare. 
Intanto i punti di una quadrica, geometricamente 
definita da due stelle reciproche, formano certa- 
mente uno spazio a due dimensioni ossia una 
superficie e debbono quindi le ioro coordinate 
essere legate da una relazione eostante e conti- 
nua. Per trovare tale relazione cominciamo a 
considerare le superfìcie dotate di centro. Sia xyz 
un triedro coniugato rispetto all'ellissoide, essen- 
do il vertice del triedro l'origine degli assi 
(flg. 7) ed il centro dell'Ellissoide; e gii spigoU 
X, y, s del triedro gli assi stessi. Siano 

l'equazioni delle Ellissi secondo cui i piani x e, 
2/B tagliano i'Kllissoìde. Allora l'Ellissoide stesso 
è il luogo di un Ellisse variabile che mantenendo 
il suo piano parallelo al piano xy ha il centro 
sull'asse s e per diametri coniugati le rfftte in 
cui il piano dell'Ellisse variabile taglia i piani 
ic 5, y E. Perciò chiameremo diretlricì l'Ellissi fisse 
nei piani »,-s, yo e generatrice l'Ellisse variabile. 
Se 

è l'equazione del piano della diretlric.c, saranno 
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i quadrati dei due semi -diametri coniugati dell'El- 
lisse generatrico nel piano s — s», e quindi: 



sarà l'equazione sul piano s = e„ dell' Ellisse ge- 
neratrice riferita ai diametri conìagaf i 0^ A, . 0, li, 
sui piani .V z, y z. E sarà finalmente; 

l'equazione dell'Ellissoide luogo doile Ellissi no- 




minate e, d, i. Allo stesso modo, per l'Iperbo- 
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Ioide ad uaa falda siano (fig. 8) 

a' c^ b' c^ 

l'equazioni deWIperboli direttrici secondo cai i 
piani ICS, ys tagliano l'iperboloido riferito ad un 
triedro wffs coniugato, il cui vertice sia il cen- 
tro della superficie. Sarà allora 



l'equazione dell'Ellisso generalrice posta nel pia- 
no % = Zo parallelo al piano xy; Q perciò sarà: 

^+1^-4=1 (II) 

a b' e 

l'equazione dell'Iperboloide ad una falda. 

10, Per Viperboloide a due falde riferito ad un 
triedro analogo, siaao (lìg. 9) 



l'equazioni deiriperboli direttrici secondo cui Ì 
piani JBS, ^3 segano l'iperboloide stesso; e os- 
servando cbe 



è l'equazione dell'Eìlisse generatrice nel piano 
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~ t--L~+-i- = A (III) 

a^ b^ c^ ^ ■' 

la cercata equaziontì dell'Iperboloide a due falde 




II. Ptìi- il paraboloide elittic 
dello stesso segoo, siano: 



essendo p,p' 



ir =p z 
l'equazioni dello parabole direttrici situate nei 
piani a! 3, ps fra loro coniugati, rispetto al para- 
boloide, e segantesi in un diametro s del para- 
boloide da cui viene tagliato noi punto origine 
degli assi x, y, z a cui viene riferito il parabo- 
loide. I! piano ary è il piano taageate in alla 
superficie stessa; e sarà; 
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i'equaiiioiie dell'Ellisse f!;eneratrice nel piano z—% 




onde 



-2 = 



P P' 

è l'equazione richiesta del paraboloide {iig. 10). 
12. Allo stesso modo, essendo neJl' equazioni 
delle parabole direttrici p,p' di segno contrario 
sarà: 



l'equazione del paraboloide {^obbo riferito ad un 
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triedro coniugato, dì cui uno spigolo 3 è un dia- 
metro ed il piano ccy k \\ piano tangente nel 
punto in cui il diametro s sega la superfìeie, 
essendo adunque t'erigine degli assi (Hg. 11). 
11 paraboloide stesso è generato quindi dall'i- 
perbole il cui piano sì mantiene parallelo al 




piano xy ^ che ha per diametri coniugati le 
rette secondo cui il piano di essa sega i piani 
coordinati xz, y s 

Inoltre l'equazione delle quadrìcbe si possono 
ottenere, ed anzi, sotto la stessa forma, con assi 
ortogonali. 

Si può osservare da ultimo che in questo caso 
r equazione 

x^ + >/+z' = r' 
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è quella di una sfera riferita ad uà triedro con- 
iugalo ; e tal equazione si ottiene appunto da 
quella dell'Ellissoide quando sia 



t 14. Sulle curve e le superficie algebriche. 



1. Consideriamo in pariicolare una curva piana 
algebrica C""' rappresentata dall'equazione: 



del grado m iu x,y, essendo x,y le coordinate 
cartesiane di un punto del plano. Ponendo 

il primo membro dell'equazione diventerà una 
funzione omogenea / (x) de! grado m nelle va- 
riabili tTi, Xì, X, che abbiamo già dette le coor- 
dinate omogenee cartesiane del punto M di coor- 
dinate eartesiane ordinarie x, y; ed essendo: 

Fr = A^'"' a;,' + A,"^ x,-' .»i, -(- . ■ . + A^"> a:,''; 

l'equazione della linea C""* sarà: 

f{x) = V,x- + V,xr'+ ) 

+ V\x,"-' + ...'\-V =0; S ^^'' 

e si passa da questa equazione alla primitiva di- 
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videndo per x^", oppure ponendo Xì = \ ed 
Xi=x, Xi=y- 

Se y,, 3r(j'=l. 2. 3) sono le coordinate carte- 
siane omogenee di due punti Y, Z del piano, le 
formole : 

P^,= p/.+ Xe. {r=l,2,3), (2) 

per ogni valore di X (essendo p un numero ar- 
bitrario) daranno le coordinate di un punto della 
retta Y Z\ e ponendo: 

■"■'■ ' dy, • dy, ^ ' d ,/, 

d!h '' dy^ "^ dy, 



3osl via, l'equazione (1)' sostitueniio iti liioge 
ile a:,<r=1.2,3> i valori (2) diverrà: 



Questa equazione del grado m in X ammette 
m radici 1,, K,--- ^m- A. ciascuna radice X, del- 
l'equazione corrisponde per la (%) un punto Xr 
comune aìla retta ed alla linea C"". 

2. So il punto Y appartiene alla linea sarà 

f{y) = o 
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eii appunto allora la (1) è soddisfatta da >. = 
l'equazione: 



+ 172— ^'-"-^(^'^^^ 

dà ìe altre m — i iutersezioni della retta Y Z 
colla linea. Se quindi vogliamo che un'altra in- 
tersezione della retta YZ colla C"' venga a co- 
incidere con Y, dovrà essere: 

dijy dy, dy, 

e, coDsiderando nell'equazione scritta le coordi- 
nate s, variabili, essa rappresenta la retta tan- 
gente alla curva C"" nel punto Y. 

La tangente è indeterminata soltanto quando 



ossia quando lo tre equazioni scritto sono sod- 
disfatto da uno stesso sistema di valori delle 

coordinate ic= —, y = — di un punto. 

y^ y. 

Se queste tre equazioni sono soddisfatte dalle 
coordinate di un punto, quel punto F appartiene 
alla linea, gìaecliè per il teorema di Eulero, si 
ha: 
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Perchè poi le tre equazioni scritte coesistiiio, 
occorre abbia luogo uub specialu relazione fra i 
coefficienti dell'equazione di G"°>; relazione che 
si ottiene eliminando dalle equazioni scritte i 

rapporti —, -^. 

y> ih 

Dunque una curva algebrica generale nel suo 
ordine ammette in ciascun punto una determi- 
nata tangente. Inoltre ponendo: 

X = ÈU^l.^fM. ^ df[y} _ df[y\ 
éiii ■ ày^ ' dvt ' dy, 

ed eliminando fra queste ultime equazioni e la 
f{p) = i rapporti -, —, otterremo un'equazio- 
ne algebrica 

fra le coordinate di una qualunque tangente della 
curva C™'; cioè l'equazione scritta sarà quella 
dell'inviluppo formato dalle tangenti di G"' che 
è dunque un inviluppo algebrico. 

3. È facile determinarne la classe, perchè osser- 
viamo che il numero delle tangenti che da un 
punto P del piano di coordinate p, partono alla 
linea C'"' è quella data dalle soluzioni comuni 

nei rapporti —, — delle due equazioni: 

^3 2/3 

^ dy, dy^ dy^ 
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la prima delle quali ò del grado m, e la seconda 
del grado m — 1 nei rapporti stessi. Le soluzioni 
comuni sono quindi m(m— 1) al più; dunque la 
classe dell'inviluppo è m(nj— 1); ed è il numero 
ohe definisce la classe della linea, cioè una linea 
algebrica dell'ordine m è in generale della classe 
m{m— 1), dicendo adunque classe di una curva 
piana algebrica il numero delle tangenti alla li- 
nea uscenti da un punto del piano, 

4. Correlativamente si dimostrerà che in ogni 
inviluppo algebrico generale nella sua classe è 
determinato per ogni sna retta, in modo unico, 
il relativo punto di contatto; e che i punti ili 
contatto delle rette di un inviluppo della classe m 
formano una curva algebrica dell'ordine m{m — 1). 

5. Assumiamo ora l'origine degli assi in 
un punto della linea; l'equazione della linea ff"* 
dovendo essere soddisfatta da x = y = non con- 
terrà termine noto; cioò sarà Uo — 0, e l'equa- 
zione quindi della forma: 

f{x.v)=Ur + U, + ... + V„ = 0. 

Poncniio in generale: 

U.-(h] = AJ" + A,"> h + -I."' h' + ...+ il,."' k-\ 

ed essendo; 

y^hx {a} 

l'equazione dì una retta qualunque in condoKa 
per l'origino, l'equaxione: 

X U, (h\ + x' l\ fft} + - - . 4- i" r„ [/() = (1) 
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del grado m in x serve a determinare, eolla 

y=hx, 

le coordioate dei piioti comuni alla retta m ed 
alla linea C""'. L'equazione stessa (I) è soddi- 
sfatta da ir = a cui cori'isponde per la (a) il 
valore y = 0; ci6 torna a diro che l'origine è 
un punto comune alla retta ed alla linea. 
L'equazione quindi: 

U,{h]+xm'h) + a;'U[h)+... + x'"-' F™(/() = ([/ 

del grado m — I in x serve a dare, nel modo 
anzidetto, le ulteriori m — i intersezioni della 
retta colla linea C"'- Se quindi vogliamo che un 
altra di tali intersezioni venga a coincidere col- 
l'origiae 0, se vogliamo cioè che m prenda la 
posizione della tangente t ìa alla linea, dovrà 



f, {/() = j1;" + A^."' = 0, 



(II) 



e quindi; 

r, =j1„">.t + ^i"'2/ = o 

è l'equazione della tangente in a C"". 

Il parametro h che fìssa la tangente in un 
punto qualunque di una curva algebrica C"" 
è dato adunque da un'equazione di primo grado; 
onde se due rette del piano segassero C""> in 
due punti coincidenti in 0, dovendo essere ne- 
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eessariamente 

ÀJ" = 1.'" - 0, 
ciò avrebbe luogo per (ulte le rette condotte per 
0; ed il punto 8i dice un punto multiplo se- 
condo due. 

Osserviamo che se è un punto multiplo se- 
condo due, l'equazione delia linea sarà: 

U,+ lh + lù + ...U^ = 0; 

giacché si ha identicamente ^1=0. L" equazione 
che dà le altre m — 2 intersezioni di una retla 
y=hx condotta per eolla lim.'a C""', sarà: 

V, [h] + X U, {h} + ..,+ ar-' V„, 70 = 0. 

Segue subito che le due rette condotte per l'o- 
rigine, i cui parametri A sono le radici dell'equa- 
zione quadratica: 

sono rette speciali del fascio (3, perchè ciascuna 
sena la C'"' in ire punti coincidenti in 0. 

Se: 

(^,'=')- — 4j1/' V-i>0 

te retto saranno reali e distinte: e risulta subito 
che tali rette /d, Aj saranno tangenti ai due 
rami di linea che essenzialmente si incrociano 
in 0, formando ivi un nodo; giacché un punto M 
generatore della linea C'"' nelle vicinanze del 
punto 0, si deve accostare necessariamente al- 
l'una e poi all'altra delle due rette A7, Aj pift 
che a qualunque altra retla condotta per 0; 
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quindi ii punto generatore passa due volte per 
in due diEferenti direzioni. In questo caso il 
punto è un punto doppio propriamente detto. 
Se sia : 

allora le due rette Ai, Aj coitieidono in una sola 
retta h^; il punto dicesi cuspide, o punto di 
regres-to o punto stazionario; perchè è evidente- 
mente prodotto quando il punto M generatore 
della linea C'"' arrivato in ripassa istantanea- 
mente per anziché far altro cammino sulla lì- 
nea; e si può dire che la cuspide è un caso li- 
mite del punto doppio quando il nodo restrin- 
gendosi si riduce ad un punto. 
Se poi sia: 

allora lo rette /(,, A, non esistono ossia sono 
immaginarie, dicendo in generale immaginario 
un elemento del piano i cui parametri siano tutti 
od in parte, almeno, immaginarli. In tal caso il 
punto multiplo secondo 2 si dice punto iso- 
lato. 

6. In generale se è un puofo di C'"' tale 
elio ogni retta arbitrariamente per sega ivi la 
linea C"" in r punti; sicché quella retta non ta- 
gli là linea che in altri m~r punti, allora di- 
cesi punto multiplo secondo r. 

Se siano Ai, h,....K i parametri di r rette 
che segano C'"' in r punti coincidenti in 0. io 
dico che tulle ie altre rette condotte per go- 
dono della stessa proprietà, cioè è un punto 
multiplo secondo r. 
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lofatti pi;r l'ipotesi fatta dovremo avere iden- 
ticameule ; 

U, (h) = U, [h] = f/..-, C/() = = 

onde l'equazione della linea C""' sarà della forma 

donde segue immeiìiatamente che r intersezioni 
della retta colla linea sono riunite in (? o le al- 
tre m — r sono date dalla: 

U,-(k)-i-xU.+ , [h]+!C' U,+,{h] + . . . 
-i-x''--U„{h) = 0. 
Osserviamo inoltre che l' equazione: 
V.. [h] = 

dà i parametri di r rette ciascuna delie quali 
sega la linea in r + 1 punti, anziché in soli r 
coincidenti in 0. 

Se queste rette sono reali e distinte è chiaro 
allora ohe il punto M generatore della linea C"" 
assumerà r volte la posizione ; ed dicesi 
propriamente punto ■/■!"" di C"^; cioè un punto 
rpi" è quello prodotto dal punto generatore della 
linea C"""', quando acquista )■ volto una medesima 
posizione 0. Risulta poi che una curva algebrica 
d'ordine m, che abbia un punto muitìplo secondo 
m, è il sistema di m rette che passano per quel 
punto. Infatti per ciò che precede la equazione 
del luogo è della forma 
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ed JJm essendo una funzione omogenea del grado 
m nelle x, y, l'equazione scritta rappresenta il 
sistema di m rette passanti per il punto mpi° che 
è l'origine o degli assi. 

So una linea C'"' d'ordine n passa pel punto 
rP'» di un'altra linea Cf-"^ d'ordine m sì ritiene 
che in siano riunite r intersezioni delle due 
linee; cioè l>» intersezioni di C", cogli r rami 
di C""' passanti per 0. 

So la linea C"' ha in la tangente coincidente 
con una delle r tangenti agli r rami di (,'""' allora 
in sono riunite r + l intersezioni delle linee 
e cosi via. 

7. Avremo le definizioni e le proprietà corre- 
lativi degli inviluppi piani aigehrici, che enun- 
ciererao valendosi appunto del principio di dua- 
lità dei piano. 

Diremo che una retta t di un inviluppo alge- 
brico f""' d'^"^ classe m, ossia una tangente / 
di una curva algebrica C"' di classe m è mulH~ 
pia secondo r, se in quella retta coincidono r 
rotte dell'inviluppo; ossia j- tangenti della linea; 
sicché da un punto arbitrariamente preso su t 
partono altre m — r tangenti della linea C"" v 
rette dell'inviluppo f'"", 

Se quindi per r punti di una retta / dell'in- 
viluppo f "* ha luogo la proprietà contenuta nella 
definizione della retta multipla, questa proprietà 
avrà luogo peglì aliri punti della retta /; cioè 
la retta t sarà retta multipla secondo r. 

Se ( è una tangente multipla secondo r, allora 
sullt retta ( vi saranno, in generale, i relativi r 
punti di contatto, cioè r punti di t da cui par- 
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tono soltanto m — (»■ + 1) tangenti aita linea; 
ossia r punti di t per ciascuno dei quali passano 
?" + i tangenti coincidenti con t anziché r sol- 
tanto. Quindi se gli r punti eoineidenti sono reali 
e distinti, allora la retta t si dice propriamente 
retta rp'" dell'inviluppo, ossia tangente rv^'- della 
linea, perchè appunto quella retta è una posi- 
zione acquistata r volte dalla retta f-eneratrice 
dell'inviluppo i<"" delle tangenti alla cur7a alge- 
brica. 

8. In parlicolare un inviluppo algebrico 7'"' 
potrà avere una taof^ente multipla secondo 2, 
che presenta i tre casi correlativi al punto mul- 
tiplo secondo %. 

Cioè la retta t potrà essere una tangente dop- 
pia propriamente detta, quando i punti di con- 
tatto essendo reali, sono anche distinti. Potranno 
quei punti coincidere, e allora ia retta ( si dice 
tangente stazionaria e il punto di contatto punto 
d'inflessione della linea. 

B'inalmente la retta t sarà detta isolata se i 
punti di contatto sono itnraaginarii. 

Un inviluppo di classo m che abbia una tan- 
gente mpi«, si spezza in inviluppi di 1° elasse, 
cioè in m fasci di raggi che hanno i eentri sulla 
retta muhipla. — È bene poi ritenere che una 
tangente stazionaria ha ire punti consecutivi 
comuni alla linea; perchè si ha evidentemente 
una tangente stazionaria quando una delle altre 
m — 2 intersezioni dì una tangente alta linea 
tende a coincidere col punto di contatto. K cor- 
relativamente: La tangente cuspidale conta per 
tre tangenti riunite della linea. 
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9. In generale : proiettando da un punto V di 
coordinate a^o, 2/„, s» una curva algebrica piana o 
gobba C" d'ordine k rappresentata dalle equa- 

f{xyz)=0 cf(iC2/s;; = 
si ottiene un cono d'ordine k. lofattì saranoo: 

le equazioni lIì una retta passante per F; ed eli- 
minando quindi iVa le equazioni della retta e 
quelle della linea C*» le x, y, s si ottiene una 
relazione algebrica 

fra ie costanti p S cbe determinano una retta 
passante por V, che si appoggia in un punto 
alla curva C'*'. So ora io luogo delle quantità 
p, S mettiamo i loro valori 



l'ulllraa equazione si cangerà in una equazione 
algebrica nelle a;, y, s coordinate di un punto 
corrente del cono, che sarà dunque algebrico. 

L'ordine si determina osservando che un piano 
passante pel vertice F contiene tante generatrici 
del cono quanti punti della curva C"; l'ordine 
È dunque K. 

Quando V fosse sulla linea C"" l'ordine del 
cono si abbassa di una unità; e fra !e genera- 
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trici del cono vi è la tangente in V alla linea 
C<*>, Quando il vertice del cono È all'infloito, o, 
in altri termini quando le generatrici sono pa- 
rallele ad una retta fissa, allora si ha un cilin- 
dro proiettante la linea. 

1 0. Un piano condotto per una tangente ad una 
linea gobba C si dice piano tangente alla linea. 
Se un'altra delle K — ì, intersezioni di un piano 
tangente^ alla linea C*' d'ordine E, tende a coin- 
cidere col punto contatto, allora il piano tangente 
alla C* assume, in generale, una determinata 
posizione limite e si dice aWora. piano osculatore 
alla linea C". Il piano osculatore in un punto 
M ad una linea gobba 0'" si può definire come 
quello che contiene il punto M e le posizioni M' 
k" contiguo ad M ijuando un punto mobile ge- 
nera la Unea. 

Quindi il piano osculatore stesso può essere 
defluito : il piano di due tangenti consecutive 
della curva gobba; ed un punto delia curva si 
può definire la intersezione di due tangenti con- 
tigue della linea oppure V intersezione di tre 
piani osculatori contigui. 

Si può ritenere : / piani osculatori nei diversi 
punti di una linea gobba formano una svilup- 



11. Se 

sono l'equazioni di una linea riferita a tre assi 
coordinali dello spazio e se i coefficienti delle 
equazioni sono l'unzioni di un parametro l, allora 
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variando X da ~ oo o + co avremo uaa serie infi- 
nita di linee, il cui luoe;o ffeoraetrico sarà la su- 
perficie rai>preseQtata daii" equazione che si ot- 
tiene eliminando il parametro i fra le (l). 

Se le (1) sono l'equazioni di una retta, allora 
la superfìcie generata si dirà superficie rigata 
oppure Rigala semplicemente. 

Una rigata si dirà anche superficie gobba nel 
caso generale che ciascuna posizione della retta 
generatrice non sìa tagliata dalla posizione con- 
secutiva; e si dirà invece sviluppabile se in ogni 
posizione la reità generatrice è tagliata dalla po- 
sizione consecutiva. Cosi le superficie conictie 
sono evidentemente superficie sviluppabili; e in 
generale le tangenl:i di una curva gobba for- 
mano una rigata sviluppabile, e viceversa, per- 
cbè ogni generalriue di uoa rigata sviluppabile 
è tagliata da quelle ohe immediatamente la segue 
e da quella che ia precede, così risulta adunque 
che se una retta genera una rigata sviluppabile, 
essa si mantiene tangente ad una linea, la quale 
dicesi Io spigolo di regresso della sviluppabile, 
mentre la sviluppabile formata dalle tangenti 
dicesi osculalrice alia linea stessa. 

Osserviamo ora che una sviluppabile-invlluppo 
determina una rigata-sviluppabile. Poiché come 
per ogni punto di una linea C*' abbiamo una 
retta tangente, cosi, colla defiDÌzione correlativa, 
in ogni piano di una sviluppabile-inviluppo esiste 
una retta g che è l'intersezione di quel piano 
colla sua posizione consecutiva quando il piano 
genera la sviluppabile. La retta g è detta la retta 
di contatto de! piano. 11 luogo dello retto g di 
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contatto dei piani di una svìluppabile-inviluppo 
è dunque una rigata sviluppabile-ìuviluppo, per- 
chè in ogni piano dell' inviluppo vi souo duo 
rette g, quella in cui il piano è tagliato da quello 
che immediatamente lo precede e lo segue nelìa 
generazione dell'inviluppo, 

È dunque a ritenersi: 

Una curva gobba ha per figura correlativa nello 
spazio una sviluppabile-invìluppo e le tangenti 
della curva gobba formano una rigata-svilup- 
pabile avente per coìTclativa pure ima rigata- 
sviluppabile luogo delle rette di contatto dei 
piani della svìluppabile-inviluppo. I piani di una 
sviluppabile-invìluppo, per una ragione che di- 
remo fra breve, si dicono i piani tangenti alla 
rigata sviluppabile rispettivamente lungo Io loro 
generatrici di contatto. 

Ritornaudo ora al caso particolare delle super- 
ficie coniche o cilindriche, è utile anche osser- 
vare che il cono luogo, ossia il cono semplice- 
mente detto, e il cono-inviluppo sono figure fra 
loro correlative nella geometria della stella, e 
che la geometria di queste ligure si ricava colla 
proiezione da quella e delle curve e degli invi- 
luppi piaui. Così delloendo piano tangente lungo 
una generatrice g di un cono il piano della gene- 
ratrice g e della sua consecutiva, ne segue che 
i piani tangenti di un cono luogo formano un 
cono inmluppo, e le refle di conlaiio del cono m- 
viluppo formano le generatrici del cono luogo. 
In altri termini: Un cono può essere determinato 
come luogo delle sue rette o come Inviluppo dei 
suol piani laDgctili. 
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Colla proiezione estendiamo ai eooi algebrici 
ie defliiizioni di generatrice multipla e di piano 
tangente multiplo e chiameremo tali elementi sin- 
golarità ordinarie dei coni algebrici. 

Si ottiene adunque una generatrice multipla se- 
condo *• in quella che proietta un punto della 
curva base multiplo secondo r e in modo corre- 
lativo si ottiene un piano tangente multiplo. 

In generale quindi un couo algebrico viene 
tagliato da un piano qualunque in una curva 
algebrica dello stesso ordine del cono e che ha 
le stesse singolarità ordinarie del cono- 

Dup, coni algebrici aventi lo stesso vertice e 
che siano degli ordini m, n hanno in comune 
una generatrice al più; e correlativamente per 
i coni-inviluppi. 

Inoltre la classe di un cono essendo data dal 
numero dei piani tangenti al cono condotti per 
un punto dello spazio, questi sono anche i piani 
tangenti al cono passanti per una retta condotta 
per il vertice dei cono, ecc. 

In generale proiettando una curva gobba C"" 
d'ordine K da un solo punto si ottiene un cono 
d'ordine K— 1 che contiene fra !e sue genera- 
trici la tangente / in ^ alla curva 6'''^'. Il piano 
tangente al cono luogo la tangente f è il piano 
osculatore in t alla curva C*' , 

S'intendono fatte le considerazioni correlative 
per la determinazione dei punti dello spigolo di 
regresso di una sviluppabile-inviluppo. 

12. In generale una retta che si appoggia a 
tre curve C""\ C'"\ C""' genera evidentemente 
una rigala; anzi so le curve sono algebriche de- 
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gli ordini m, n. p rispettivamente, la rigata è 
algebrica e dell'ordine %mnp. 
Infatti eo 

sono le equazioni rli C'"', C", C** allora elimi- 
nando X, y, s fra ciascuna eoppia di equazioni 
scritto quelle della retta; 

x = rz-\- ? 
y = 8 3 -ì- S 
si otterranno tre relazioni algebriche 

M (?'psS}=0 

M'' (?■ p s S) = 
fra le costanti r,p, s, S che determinano una retta 
qualunque che si appoggia allo tre curve date. 
Quindi so fra lo tre ultime equazioni scritte e 
quelle della retta eliminiamo le r, s, p, S otterremo 
una relazione algebrica 

P {X, ■y,z]^0 

fra le coordinate di un punto corrente del luogo 
domandato. Dunque la rigata formata dallo rette 
che si appoggiano alle tre curve è algebrica. 
Per definirla basterà proiettare da un punto dì 
C'"' le curve C'"', C'^', otterremo dne coni di or- 
dine n, p che avranno al più np generatrici co- 
muni che sono generatrici della superficie. 
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Avendo dimostrato che la rigata 5 è algebrica 
quando le direttrici C'"', &', C"' sono algebri- 
che, troviamone l'ordine. Alla curva C"' sosti- 
tuiamo una reità r che con C'"\ C', come diret- 
trici, determinerà una nuova rigata S' il cui or- 
dine sia X'. 

Dicendo X l'ordine della data avremo: 

X = mX' 

perchè i punti in cui C'"" sega la rigata S' sono 
mX'\ ammettendo che il numero delle interse- 
liioni di una curva C*"" con una superficie S^' 
d'ordine X' non dipende dalla forma C'"' ma solo 
dall'ordine m, cosicché a C'"" possono essere so- 
stituite m rette. Dunque mX' sono i punti in cui 
la retta arbitraria r taglia la primitiva rigata S, 
poiché per ciascuno degli mX' punti nominali 
passa una generatrice di S', che è anche gene- 
ratrice di h. Sostituendo a C"" un'altra retta y 
e dicendo X" l'ordine della rigata S" determinata 
dalle tre direttrici r, j/, C^^ avremo analoga- 
mente : 

A-' = nX". 

Finalmente sostituendo a (.'"" una retta / ed 
osservando che la rigala S'" che ha per diret- 
trici le rotte r, g. l è del secondo ordiae, cioè 
uaa quadriea gobba, avremo: 

Quindi: 

X='tinnp, 
cioè: l'ordine della riyalOj ù ^mnp- 
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Si ba la generazione correlativa della super- 
fieie-ÌDviluppo per mezzo di una svilii ppabile-in- 
viluppo, variabile di forma e di posizione; e si 
estendono alle superfloie-iaviluptio col piineipio 
dì dualità le coso dette per le superficie- luogo 
generate da una linea variabile di posizione e 
di forma. 

13. Immaginiamo una superficie qualunque S 
generata da una linea mobile G. Diremo tangente 
alla superficie S ogni retta che unisce due punti 
contigui della superfìcie. Ciò posto io dico obe 
in generale le tangenti in un punto M ad una 
superficie S sono in un piano che si dirà il 
piano tangente in M alla nuperji&le. Concepiamo 
ìnMti sulla superficie due delle linee Gy, 6', ta- 
gliate nei punti #[, M^ da una posizione qua- 
lunque G della linea generatrice la superficie S. 
Quando la generatrice G movendosi a generare 
jS', si accosta iafinitameule alla posizione G' pas- 
sante peri/, allora il piano dei tre punti Mj M,, 
M3 diventa il piano dello tre retto t, t\ t" tan- 
genti in M rispettivamente a 6", 6'j, C^; epperò 
/, V, t" sono anche tangenti in M alla superficie 
S. Ora possiamo far variare una e poi l'altra 
delle due linee C, C^; e quindi in questo modo 
viene ad essere provato che le tangenti in M ad 
S sono in un piano, determinalo da duo qualun- 
que delle rette stesse. 

Se ia superficie S è algebrica, allora immagi- 
niamo due sezioni piane passanti per il punto M 
della superficie. Queste sezioni saranno linee a]- 
gebi'icbe C'"' d'ordine m se la superficie è una 
superficie &""' d' ordine m. 
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Ciò posto immaginianio Je tangenti ii. fi in M 
alle tlue sezioni piane. Il piano /i h taglierà la 
superfìcie S'"" in una. curva Co'™' d'ordine m, che 
avrà in M un punto almeno multiplo secondo 2, 
perchè le due relte t„ /, condotte per JU" segano 
C'"" in due punti coincidenti in M, epperò ogni 
retta condotta per M, nel piano A, ^3, sega Co""' 
in due punti coincidenti in M; cioè quella retta 
è tangente in M alla superficie; e il plano A f^ 
ò dunque il piano tangente in M alla superflcie 
stessa. Viceversa poi è chiaro che se un piano 
sega una superflcie algebrica in una linea che 
ha in un punto M un punto multiplo secondo 
due, allora quel piano è tangente in quel punto 
alla superfìcie. 

14. Il piano tangente in un punto M ad una 
superficie algebrica taglia adunque la superficie 
in una linea Ce'"' che nel punto M ha un punto 
multiplo secondo 2. Quando M è un punto dop- 
pio propriamente detto di Co'"" allora M ai dice 
un punto iperbolico della superficie. Le tangenti 
ai due rami di To'"" che 'il incrociano in M '^i di- 
cono le rette osculafrici della superfìcie Se if e 
una cuspide per Co"", alloia 31 ^i dice un punto 
■parabolico della superflue Se finalmente M e 
un punto isolato di C}"', 11 dn.6 tlittico pei la 
superficie 

E evidente che 7/ piano tangente m un punto 
M di una superficie rigata contiene la genera- 
ti ice passante per quel punto , e se la ngata è 
smluppabile, à piwno tangente m un punto con- 
tiene la generatrice che pasòa per quel punto 6 
la posizione contigua dilla generati ice blessa 
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Quindi : 1 -piani tangenti nei diversi punti ài 
una stessa generafriee y di una rigata svilup- 
pabile, coincidono in un sol piano determinato 
da quella generatrice e dalla sua posizione con- 
tigua, quando y genera la rigata. Un tal piano 
Jo abbiamo appunto prima chiamato: piano tan- 
gente lungo la generatrice y. '& evidente poi, 
che i punti di una rigata generale, cioè di una 
superficie gobba soqo iperbolici; mentre quelli 
di una rigata sviluppabile sono parabolici. 

15. Per una rigata generate, cioè per una su- 
perficie gobba si ha in generale it teorema: 

/ piani tangenti nei punii di una sterna ge- 
neratrice y formano un fascio protettivo alla 
punteggiata dei punti di conlatto. 

Infatti y, ?/, y" siano posizioni consecutive 
della generatrice, e.'ssendo y, y\ y" rette a due 
a due non poste in generale in uno stesso piano, 
determinano, come direttrici, una rigata di 2° 
ordine, cioè una quadrica gobba la quale ha evi- 
dentemente, nei punti delia retta y, gli stessi 
piani tangenti che la superficie gobba data; dun- 
que essendo dimostrato vero il teorema enunciato 
per una quadrica gobba, ne segue che il teorema 
è vero per la suporiicie gobba data. Di qui segue 
che ogni piano condotto per una generatrice di 
una superUcio gobba è tangente alla superficie 
in un punto unico e determinato di quella ge- 
neratrice; e che essendo dati i piani tangenti in 
tre punti di una generatrice si costruiscono per 
mezzo della Geometria proiettiva i piani tan- 
genti nei varii altri punti della generatrice stes- 
sa; oppure si trova di ogni altro piano condotto 
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per quella generatrice il relativo puoto di con- 
tatto. 

Segue ancora immediatamente: 

Se due mperjicie gobbe hanno ima generatrice 
in comune, e in tre punti di essa gli stessi piani 
tangenti le superficie gobbe si toccano lungo la 
generatrice comune; cioè tutti i punti di quella 
generatrice hanno gli stessi piani tangenti. 

Se quindi uaa rigata generale è data per le 
sue tre direttrici D,, Di, Dì e indichiamo con 
tu 11, Il le tangenti nei punti #i. Mi, M3 in cui 
una generatri'je g sega le direttrici, allora le 
tangenti stesse A, /j, t» determinano come diret- 
trici, una quadrica che nei punti di y ha gli 
stessi piani tangenti della superfleie data. 

16. In generale è chiaro che i piani tangenti 
nei varii punti di una superfìcie formano una 
siiperflcio inviluppo, cioè una serie doppiamente 
infinita di piani. 

Data invoce una superfìcie inviluppo, ogni pia- 
no dell'inviluppo avrà in generale il relativo 
punto di contatto determinata colla definizione 
correlativa del piano tangente, cioè: 

Il punto ài contatto dì un piano ji in una 
superfìcie-inviluppo è il punto ore u. è tagliato 
dalle sue posizioni contigue. I punM di contatto 
di una suporiìcie inviluppo formano quindi una 
superfìcie semplicemente detta; e ritenendo che 
siano contìgui i punti di contatto di due piani 
contigui, ne segue che i piani dell'inviluppo non 
sono altro che i piani tangenti della superficie 
luogo dei punti di conlatto. 

In altri termini: 
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Una superfteie può essere determinata o come 
luogo dei suoi punti o come inviluppo de' suoi 
piani tangenti. 

17. Se una superficie è algebrica e dell'ar- 
dine m l'inviluppo de' suoi piani tangenti è al- 
gebrico, e in generale della classe m(m — ìy-. 

Infatti &ia 

/{■^) = 0. 
L'equazione della superfìcie S" di ordine m resa 
omogenea, ponendo, in luogo delle coordinate 
cartesiane x, y, s, lo coordinate ìTi, .Tb, .Tj, a:,; 
es'^endo: 

_ 5' _ ^ — £? 

a-, ' .Tj ' .r. ' 

Indichiamo con ijr, s, le coordinate di 2 punti 
T', Z, le forraole : 

a-,. = ?/.. + X r,. (j- = 1,2,3,4) 
d&nno per ogni valore di "a le coordinato x^ di 
un punto della retta Y Z. Ponendo quindi 

e copi via, l'equazione; 



del grado m in À, serve a dare lo m intersezioni 
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della retta YZ colla superfiGte data. Se r è ui 
puuto della superfìcie sarà: 

e l'equazione preeedeuLo è appunto soddisfai', 
da 5. = 0; l'equazione adunque: 

4«„i-, "f^y'i +' vivi ., df{„] 

al variare dello s^ rappresenta un piano che cor- 
tiene le rotte VZ che segano la superficie . 
due punti riuniti in Y; cioè l'equazione scrìtlr 
è quella del piano tangente io Y alla superficie. 
Seguo di qui che eliminando i rapporti 

Vi' y^' Vi, 

dallo equazioni: 

. dy* diji ' 

Si otterrà una relazione algebrica fra le coordi- 
nate plucheriane t, u, io dì un piano tangente 
con-ente della superflcie. Dunque l'inviluppo dei 
piani tangenti di una superlìcie algebrica è al 
gebrioo. Troviamo ora la classe dell'inviluppo 
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Osserviamo perciò che le tre 


equazioni ; 








/W-0, 










+ y. 


dfix) 
dx, +■■ 


•+!/. 


df[x) 
dx. 


= 




+ »■ 




. + », 


df{') 
dx. 


= 



sono rispettivamente dei gradi i 
nei rapporti 



juindi ammettono ia generale m(m — 1)' solu- 
zioni comuni nei rapporti stessi. Dunque per la 
retta YZ passano in generale m{m — ìy piani 
tangenti alla superficie S""'; dunque tale è la 
elasse dell'inviluppo formato dai piani tangenti 
di S""\ ed m{m — iY si dice perciò senz'altro 
la classe della superficie S'-"'. Classe adunque di 
una superficie algebrica è il numero dei piani 
tangenti della superficie passanti per una retta. 
1 8. In particolare : la classe di una superficie 
gobba algebrica eguaglia l' ordine della super- 
ficie stessa. Ed invero i punti in cui una retta 
taglia una superficie gobba ossia una rigata ge- 
nerale, sono tanti quante sono le generatrici 
della superficie incontrate dalla retta. Quindi la 
retta stessa determina con quelle generatrici al- 
trettanti piani tangenti. Per esprimere poi che 
in una rigata generale l'ordine eguaglia la classo 
m della superficie, si dice che la rigata è di 
grado m. 
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Classe di una superficie sviluppabile ò quella 
dell'inviluppo de' suoi piani taiigeuli, cioè; il 
numero dei piani tangenti alla sviluppaMle con- 
dotti per un punto preso ad arbitrio nello spazio. 

Risulta ancora in generale: I piani tangenti 
ad una superficie d' ordine m passanti per un 
punto JÌ880 Y, inviluppano un cono d'ordine 
m(m — ì), giacché il cono è quello che proietta 
da Y i punii di contatto dei piani tangenti 
nominati ; i quali punti formano una curva 
C^i"-" d'ardine m(m — 1). 

11 cono in discorso è il luogo delle tangenti 
condotte da F alla superficie; nei punti di con- 
tatto di tali tangenti, cioè nei punii della curva 
f"'"""'' la superfìcie e iì cono hanno gli stessi 
piani tangenti. Gli è perci6 che il cono in di- 
scopso si dice cv)-eoacritlo o tangente alla su- 
per/ieie lungo la linea C""'''. 

Da quanto si è detto segue ancora: 

/ piani tangenti comuni a due superficie qua- 
lisivogliono di classe h, k inviluppano una ri- 
gata-sviluppabile di classe b k, che è il luogo 
delle rette congiungenii i punti di contatto di 
ciascun piano tangente alle due superficie, come 
per ciascun punto della intersezione di due su- 
perficie, la tangente in quel punto all'interse- 
zione stessa è la retta comune ai piani tangenti 
in quel punto alle due superficie. 

1 9. La curva gobba C"""' completa intersezione 
di due superflcie algebriche di ordine m, n, e 
rappresentate dalle equazioni omogenee: 

/(,r) = 0, '^[x=<i 



Hosted by 



Google 



Geometria analitica dello spazio. 193 

è una curva gobba d'ordine mn; e la tangente 
nel punto Y alla linea sarà rappresentata dalle 
eqaBvAoai: 







lì Pi 


+ 


a;, 


dflvì 
dy. 


= 








rf,v, 


■ H- 


X, 


<ly. 


= 




css 


endo 


inoltre: 
















fi'JÌ = 0, 


■? 


il/. 


1 = 0. 






Quindi, 


eliminando fra 


le 


4 


equazioni 


scrille 



y. Vi y* 

si otterrà una relazione algebrica fra le coordi- 
nate di un punto qualunque di una tangente 
qualunque alla curva C""°'; cioè: 

La sviluppabile osculairice di una, curva al- 
gebrica è certamente algebrica e dell'ordine 

m « (m + w — 2} 

se, la curva C'""' è la completa intersezione di 
due superficie algebriche degli ordini m n. 

Infatti per dimostrare cbe l'ordine della svi- 
luppabile è /««(m+n —2) basta osservare ehe il 
numero domandato è quello stesso delle tangenti 
alla curva C'""' incontrate da una rotta arbitra- 
ria data dalle equazioni: 

£, -T, + ^13"^ + ^a Xs -|- :, X, = 
^li^, + -ijiFj + IsS'a + 1, y, =^ 0, 



Hosted by 



Google 



196 Geometria analitiea dello spasio. 



e queste tangenti sono tante quante sono le so- 
luzioni comuni (Ielle tre cquaKìooi: 





f{x] = 






,{x] = 






df(c) S/W 
dx, die. 


dfx) 
di. 


dr, 


df'x) df 'x) 
dr, di. 


do(xì 
dx, 


^1 


■", 1. 


1. 



rispettivamente di grado m,n, m+ìi — 'i noi 
rapporti : 



epperò lo tangenti nominate sono mn(m-i-n—'È) 
e. d. d. 

È facile concepire l'enunciato correlativo del 
teorema precedente. Se lo spazio ordinario viene 
definito come al § 1, allora, operando come per 
il piano, si troverà che i rapporti 



delle coordinate omogenee di un punto M sono 
appunto i rapporti anarraonici del § 2, che sono 
determinati col punto M e coi cinque punti fon- 
damentali. 
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ELENCO COMPLETO 



MANUALI HOEPLI 

illustrati e rilegati 
pubblicati n tutto Giugno 1S8S 



La Collezione dei Manuali MotpU inaugtiiata, col proposito di 
ader popolari i principii delle Scienze e proseguita con lieta 
' .-tuna fino ad oltre duecento volumi in pochissimi anni col con- 
rso dei più distinti scienziati, si suddiride in alcune Serie sc- 
ado la materie trattate, come segue: 

SBHIB SCIENTIFICA 
a Lire 1,50 
' e abbraccia le scienze propriamente dette, ed alcune più impor- 
.ntl loro applicazioni; 

SSRIS PBATICA 

a Lire 2, — 
contenente una raccolta di volumi che trattano di iiidiistria, dì 
nozioni utili nella vita pratica; 

SEiBIB ARTISTICA 
a Lice 2, - 
Questa aliljruccia l'Architettura, la Pittura, la Scoltura, ed argo- 
menti congeneri. 

MANUALI SPECIALI 
Questa serie comprende alcune applicazioni della Scienza al- 
l'industria, ed argomenti diversi. In essa figurano quei volumi 
elle per mole o per abbondanza d'incisioni non si possono clas- 
sificate nelle serie precedenti a prezzi determinati. 

L'Elenco generuh aìfuhetico si trova nette seguenti pn^int. 
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Adu iterazione e falsificaziana degli alimenlt, li L. Gabba, 

pas- Vm-2ll L. ! 

Agronomia, di Cìrecu di Muricce, 3.' ediiiona, pag. 199 . 
Algebra elementare, di S. Pincbehle, a .■ edii., pag. Vl-307 • . 
Allmenlaitone, di G. STB»rroRzu.o, pag. VIlI-I^ . . . . ! 
Alpi (le), di J. Bill, trad. di I. Cremona, pag. VI-130 . • 
Analìs! del vino nel riguardo sanitario e legale, di J. Bartb, 

trad. Cojxiboni, di pag. 141 con 7 incisioni ...,>' 
Anatomia pittorica, di A. Lombardi 
Animali da cortile, di P. Bosmi, 
Antichità private del Romani, 

pag. SII-130 con 5 incisioni . 
Antropologia, di G. Ginesibiki, i 

gine VIII-232, con 33 incisioni 
Apicoltura razionale, di G. Cane 



\si, pag. VI-118 con 39 ine 
pag. VIII-238conS9inc 
di KoPP, trad. Moresc 

2.' edizione ampliata, 

STBOi, pag. VIH-175, . 



Arabo volgare, ài De Stehlich e Dib Khaddab. Raccolta di 

laOOvocaboli e 600 frasipiù usuali, pag. 143, con 8 tavole . 

Araldica (Grammatica), di F. Trdiolati, 2.' ediz., pag. Vin-U4, 

con 198 incisioni e un' appendice sulle Livree . . . > 

Archeologia dell'arie di I. Gentile: 

I. Arte Greca, pag. XII-136 

II. Arte Romana, pag. IV-2a4 > 

Architettura Italiana, di Alfredo MeLAMi, di pag. SVIH-213 

e XII-26G, con 46 Uv. e 113 iìg., 2 voi, 2.' edizioni 

I. Architettura Pelasgica, Etrnaca, Italo-Greca e 

U. Architettura Medievale, del Rinascimento, del Cin- 
quecento, Barocca, del Settecento, e Contempora 
Arte mineraria, di Y. Zoffetti, di pag. IV- 182, con il2 Sg. 
in 14 tavole 

Assicurazione sulla Vita, di C. Pagami, pag. VI.151 . . 
Astronomia, di Loceier, trad. di Schiapareili, 3.* edizione, 

pag. VI-155. con 45 incisioni 

Atlante seegraflco universale, 25 tavole, di R. Kiepert, con 

notizie geografiche e statistiche del dott. Gahollo, G." ediz. 

completamente rifatta, con 61 pag. di testo . , . 
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Bachr da seta d T Nen i pag "76 eoe 41 me e 9 iav L 1 
Bibliografia di f Omio pig VIISS con 11 incsium . ■ 
Botanica ili Huoeeh trid Fed cino 3* cdizioie pa 
eme ili 138 con 68 jnei=ioni ■ 

Caseificio di L Mavbtti pag 208 e n IS mcisioni > 

Cltimlca d RoscoK trad Pavé i pag A IH IS4 con 36 me 

Colori e vernici i ' ( r\ "• ed mie pag IV ISl . ■ 
Compensatone deg [ errori con speciale applicazione ai 

rilievi geodetici d F Cr»tti jag IV »60 

Computisteria d "V Gitti vul 1 Cumputsena Loinner 
e ale pag TI 1 2 

Concia delle pelli d G (. orini pag 150 

Conserve alimentari di C Gorihi pag Ibi 

Cubatura — Prontuaiio [ei la cubatura dei legnami ro 
tondi e «quadrati secondo il sistema nietnco decimale di 
G Belicomini di pag 169 . ' 

Curve — Man lale pel trace amento delle curv e delle 1 er 
rnvie e Strade carrettiere calcolato nel mado p i ici-u 
rato per tutti gli angoli e i raggi di E Kb bke tradotto 
da L Lor a 2' fidinone pag 1P4 a 1 iav » i 

Dante di li A Scartamiui 2 voi di pag Vili 159 e JV 147 
I V ta di Dante • 

Il Opere di Dante > . 

Dinamica elementare diC Cattaneo [ 'llll 145 e n251ìg o 1 

Diritti e doveri del cittadino li D MAPnoii cella p <<ga 
nona dbllo Statuto secondo le Istruzioni ed Fiogran m 
governativi per le Scuole Tecniche Magistrali e Popolar 
del Regno 5 ■ f d d pag X 172 

Diritto costituzionale di F P C011111771 pag > ; 

Diritto internazionale pubblico di F P Co^mz?! pag . : 

Diritto penale di A ^r ppwo pag Vili 192 » ; 

Diritto Romano, di G Ferbih! pag I\ 139 ! 

Disegno — 1 piinripii del D "egno e gli stili dell Ornamento 
i (.AMitLO BoiTO 3'edii di pag ne IV 206 confilsilog > S 

Disegno topografico, di L. Bcrteeli, pag. VI-185, con 1% tav. 
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Scoltura. — Scoltura italiana antica e moderna, di Al 
Melaki, di pag. XXV1II-J9G, con 5G tavole e 26 figu 
tercalate . 

Seta (Industlia della). Riassunto dei dati scientifici e 1 
relativi alla produzione della seta, di L. Gabeì, 2.» edi- 
zione, pag. X-207 

Sismologia, di L. Gatta, di pag. VI1M75, con IG 

Spettroscopio e sue applicazioni, di R. Phoctob, trad. Porro, 
pag VI-178 con 71 ine. e 1 tavola colorata .... 

Storia e Cronologia Medioevale e IHoderna in CC tav 
sinottiche, di V. Cìsagbanbi, di pag. XVIII-20a . . . 

Storia Italiana, di G. Gantù, pag. 160 

Tabacco, di G. Cvntoki, pag. JV-175, con 6 incisioni . 

Tecnologia e terminologia monetaria, di G. SACcaFrrt, ; 
gine, XIV-192 

Telefono, di D. V. Piccoli, pag. Ii9, con 38 incisioni. . 

Termodinamica, di C. Cattabeo, pag. X-I95, con i fig. . 
Tintore, di R. Lefeut, 3.= edizione illustrata .... 
Viticoltura razionale. Precetti ad uso del Viticoltore italiane, 

di 0. Ottavi, 3.' ediiione, pag. VIlI-168 e 22 incisioni 
Vulcanismo, di L. Gatta, pag. Vlil'SST, con 28 incisioni 
Zoologia, di GiGLiou-GAVAititA, 3 volumi: 

1. Invertebrati, pag. Vm-200 con 45 figure . . . 
II Vertebraf Parte 1 Itfopsd* di pag XVI 155 
35 no on 
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